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Prefacio

O objetivo destas notas é apresentar alguns dos resultados béasicos
da teoria das equacoes diferenciais ordinérias e também alguns exem-
plos em que aparecem aplicacoes desta teoria. O pre-requisito para
ler estas notas é apenas um conhecimento béasico de Célculo Diferen-
cial e Integral e algumas idéias gerais de Algebra Linear (e que sao
também apresentadas no texto).

Este texto possui um carédter elementar e se dedica a apresentar
varios métodos de resolucao de equacgoes diferenciais ordindrias na
reta real. Apresentamos também a demonstracao dos varios resulta-
dos bésicos da teoria (menos o teorema de existéncia e unicidade).

Enfatizamos no texto, através de varios exemplos, o entendimento
conceitual do assunto, ao mesmo tempo em que descrevemos, em
alguns casos simples, como modelar - através de equacoes diferenciais
- problemas concretos oriundos de varias areas aplicadas.

Ao leitor interessado em textos mais avancados sobre equacoes
diferenciais ordinérias recomendamos [DL|[FN][BF]|[HS][S].

Este livro ¢ dirigido a estudantes dos cursos de engenharia, ma-
tematica, fisica, economia, biologia, etc... Referimos o leitor a [Ch],
[KG], [Ba] e [Bu] para algumas aplicagoes nestas areas.

Gostariamos de agradecer a Eduardo Brietzke e Carlos Felipe Ro-
drigues por terem oferecido varias sugestoes e correcoes que serviram
para aprimorar o presente texto.






I.1 Introducao

Vamos inicialmente fazer algumas consideragoes gerais e tentar
descrever da maneira mais simples possivel o que é uma equacao di-
ferencial. Nos proximos paragrafos vamos apresentar as defini¢oes
e resultados bésicos que analisaremos posteriormente - com mais
detalhes- na teoria geral das equacoes diferenciais ordindrias.

Uma equagao diferencial é um expressao que envolve a derivada de
uma funcao e o nosso objetivo é tentar descobrir quem ¢é tal funcao,
ou, que propriedades possui tal funcao. Por exemplo, considere a
expressao

' () = 5a(t).

Perguntamos: quem ¢ a funcdo z(t) (onde x : R — R) que satisfaz
a equagao acima? A resposta é bem simples: seja x(t) = e, entao
para "todo” valor real t,

z (t) = 5e™ = 5(t).
Portanto, a resposta que buscdvamos ¢ z(t) = e*.

Note que desejamos que a equacgao seja verdadeira para todos os
valores de t e nao apenas para um valor particular de ¢.

A primeira pergunta que nos fazemos é: como foi que descobrimos
que a resposta é z(t) = €. Serd que existem outras fungoes (além de
%) que também satisfazem tal equacio? Na verdade, ke®, onde k é
uma constante, também é solucao, pois, tomando x(t) = ke5, temos
que

' (1) = kbe™ = 5x(t).

E possivel mostrar, como veremos em breve, que qualquer solucao de
z'(t) = 5x(t), é da forma x(t) = ke®, onde k é uma constante real.
Diremos entdo que ke™ é a solugao geral de 2’ (t) = 5x(t).
A funcao z(t) = sen (t) satisfaz a equacao (z'(t))?+z(t)? = 1. De
fato, 2/(t) = cos(t) e temos que

1 = (cos(t)® +sen®(t)) = ((2/(t))* + x(t)?).

Exercicio: Mostre que z(t) = 3 satisfaz a equagao diferencial
3z(t) —ta'(t) = 0.

Outro exemplo: para a fixo, z(t) = ce' — a, onde ¢ denota uma
constante, é a solucao geral da equacao z'(t) = z(t) + a. Isto porque
para tal z(t)

7' (t) = ce' = (ce' —a) +a = z(t) + a.

Vamos fazer agora um paralelo com um outro problema que é
muito bem conhecido pelo leitor: as equacoes algébricas. A expressao
2?2 —32+2 = 0 é um polindomio algébrico, e a pergunta natural que nos



fazemos é: quem sao os numeros reais x que satisfazem tal equacao.
Neste caso a resposta é 71 = 2 e x5 = 1. Na equacao 22 — 3z +2 =0
nao existem derivadas (afinal x representa nesta equagado um nimero
e ndo uma fungao que depende de t), sendo assim nao é uma equagao
diferencial. Para se obter as solugoes (ou também chamadas raizes do
polindémio) z; e x5 de um polindémio do segundo grau az?+bx+c = 0,
temos a nossa disposi¢cao a bem conhecida formula de Bascara:

B —b 4+ /b? — 4ac

o 2a
e
—b—Vb? —4dac
To = .

2a

Para polinomios de grau maior que 4 nao existe uma férmula geral
para calcular as raizes. O valor x ¢ usualmente chamado de incégnita
da equacao polinomial.

O problema que estamos interessados na teoria das equacoes dife-
renciais é mais complexo do que resolver equagoes algébricas, pois a
incégnita no nosso caso, serda uma funcao z(t) em vez de um nimero
real z € R.

Note que na equacao polinomial, para encontrar a solugao x, te-
remos que calcular uma raiz quadrada (que é na verdade a operagao
inversa de tomar z?) na férmula de Béscara, isto aparece quando
temos que calcular v/b? — 4ac.

Na teoria das equagoes diferenciais teremos que fazer algo similar,
mais precisamente teremos, em geral, que integrar alguma funcao.
Note que integrar é a operacao inversa de derivar como se sabe do
Teorema Fundamental do Calculo. Nem sempre sera possivel exibir
explicitamente a solugao z(t), fato que nao é surpreendente, visto que
no problema menos complexo (polinémios), nem sempre se consegue
obter a expressao explicita da solucao = € R.

A expressao y (t) = 5y(t) denotard a mesma equacio diferencial
que 2’ (t) = 5x(t), estamos apenas trocando o nome da ”incégnita” 2(t)
para y(t).

Como ¢ usual em equagoes diferenciais, usaremos a expressao sim-
plificada 2" = 52 em vez de 2'(t) = 5z(t). O objetivo de suprimir o ¢
¢ para se ter uma notac¢ao menos pesada.

Algumas vezes somos levados a considerar equagoes do tipo z/(t) =
t?z(t), neste caso, a expressao simplificada fica 2’ = t?z. Isto &,
convencionamos suprimir apenas o t que aparece como o valor do qual
x depende. Outro exemplo, 2’'(t) = z(t) (logt) cosz(t), na expressao
simplificada fica ' = z (logt) cosx.

Vamos mostrar agora como obtemos a solucao de ' = 5z, usando
o teorema fundamental do Calculo.



. . / . .
Primeiro, vamos escrever x = 5x de uma maneira mais adequada

’

s
x
Lembrando que a derivada de logz(t) é Llogz(t) = 9;(—(3, e su-

pondo que z(t) é positivo (este fato serd devidamente esclarecido na
préxima secao) obtemos de = = 5, e assim equivalentemente

dlog x(t)

7 =5.

Logo a funcao a esquerda da tltima expressao tem que ser igual
a fungao a direita da mesma expressao (que neste caso é constante).
Logo integrando dos dois lados da expressao acima obteremos de cada
lado a mesma func¢ao a menos de uma constante b. Isto é, calculando
a integral indefinida

dlog x(t) /
————=dt = [ 5dt +b.
/ dt "

Agora, do teorema fundamental do Calculo segue que:

dlog x(t
log z(t) I/%mdt:&#b.

Aplicando agora a funcao exponencial dos dois lados da expressao,
e usando o fato que o exponencial é a funcao inversa da fungao loga-
ritmo, obteremos
:E(t) — 65t+b — e5teb‘

Finalmente note que podemos denominar k o valor e, concluindo
assim que a solucdo x(t) tem a forma x(t) = ke, onde k é constante.
Note que o teorema fundamental do Célculo entrou de maneira fun-
damental nas consideracoes que fizemos acima para se conseguir en-
contrar a solucao que buscavamos. O fato que integrar é a operacao
inversa de derivar ira aparecer varias vezes no texto, quando analisar-
mos outros tipos de equacoes diferenciais. Nem sempre conseguire-
mos obter solugoes explicitas como foi possivel no caso que tratamos
acima.

Observacao 1: Observe que no desenvolvimento que fizemos
acima consideramos log z(t), antes mesmo de saber se z(t) era posi-
tivo. No final obtivemos que z(t) era da forma ke® com k positivo,
o que permite considerar de fato log z(¢) (lembre que log s6 esta de-
finido para numeros positivos). Se considerarmos k negativo, sera
também verdade que ke® é solucdo de z'(t) = 5x(t) como veremos
em breve.



Na verdade muitas vezes vamos fazer algumas hipéteses ”otimis-
tas”a respeito da solucao, e tentar descobrir quem ela é. Apds des-
cobrir quem deveria ser a solucao, devemos testar se a funcgao z(t)
que descobrimos é de fato solucao da equacao diferencial. Este é o
teste definitivo para saber se a z(t) encontrada é realmente a solugao
procurada.

Posteriormente vamos analisar com todo cuidado as questoes acima
descritas e explicar com todos os detalhes porque ke’ .k € R ¢é a
solucdo geral de ' = 5z. Nesta introducio estamos apenas dando
uma idéia geral sobre o procedimento a ser utilizado para encontrar
a solugao de uma equacao diferencial.

Outras expressoes envolvendo uma fungao e suas derivadas como

iL‘”(t) = —.Clﬁ(t),

ou de maneira equivalente

2+ 2 =0,

também sao equagoes diferenciais. Neste caso uma solugao é z(t) =
cos(t), pois

d*(cos(t))

dt?

Neste caso, diferentemente do caso anterior, aparece a derivada
segunda. Chamaremos este ultimo caso de equacgao diferencial de
segunda ordem para distinguir do primeiro caso (envolvendo ape-
nas primeira derivada) que chamaremos de equagao diferencial de
primeira ordem. Equagoes envolvendo derivadas de terceira ou de
ordem maior sao também importantes e devem ser analisadas, mas
estaremos neste texto, basicamente, considerando apenas equacoes
diferenciais de primeira e segunda ordem.

Expressoes do tipo

" (t) + x(t) = + cos(t) = — cos(t) + cos(t) = 0.

ou  Ou 0
ot Tor
ou mais geralmente espressoes envolvendo as derivadas parciais
%_1;7 g—z onde u(t,z),t,z € R é tal que u toma valores reais, sao de-
nominadas de equacoes diferenciais parciais. Neste texto nao vamos
considerar tais tipos de equacoes. Sobre o assunto equagoes dife-
renciais parciais, referimos o leitor a [I| para um texto de nivel de
graduagao e a [II] para um texto de nivel mais avangado.
As equacoes diferenciais denominadas de ordinarias, sao aquelas
em que s6 aparece a derivada em relacao a uma variavel.

Exemplo 1: Considere a equacao diferencial

dx

o g(t)



Neste caso, para encontrar a solugao x(t) basta integrar dos dois
lados da igualdade acima e usar o Teorema Fundamental do Célculo,
obtendo assim

[ G- [owa =t = [ g+

O tipo de equacao diferencial do exemplo 1, no qual z’ é igual
a uma funcao que s6 depende de t, é o exemplo mais simples de
equacao diferencial entre todos os possiveis. Muitas vezes iremos
tentar reduzir equagoes diferencias mais complexas a equacoes deste
tipo.

Como dissemos antes, e mais uma vez confirmamos acima, o
método utilizado para encontrar a solugao de uma equacao diferencial
em geral envolve integragao e o Teorema Fundamental do Calculo.

Exemplo 2: ‘fi—f = —sen t, neste caso a solucao é obtida conforme
exemplo 1 integrando de cada lado da equagao e usando o teorema
fundamental do célculo, obtemos assim x(t) = cost + c.

Para determinar ¢, podemos supor uma condigao inicial z(tg) = xg
e entao obtemos xg = x(to) = costy + ¢, sendo assim ¢ = xy — cos tg.

Finalmente concluimos que a solugao de ‘fl—f = —sent com a
condigao inicial x(tg) = x¢ é a funcdo z(t) = cost — costy + xo.

Como veremos na préxima secao, para determinar de maneira
Unica a solugao da equacao diferencial ordinaria de primeira ordem
deveremos assumir (como acima z(tp) = xg) uma condigao inicial.

Para confirmar que z(t) = cos(t)+k é realmente solugio de ' = —
sen t basta derivar.

A notacdo =" = sen t utilizada acima serd usada muitas vezes no
nosso texto: como dissemos antes suprimimos na equacao diferencial
o t da incdgnita z(t) mas nao suprimimos o t das outras fungoes que
participam da equacao mas nao envolvem a funcao x.

Agora que ja demos ao leitor uma breve idéia do que é uma
equacao diferencial, vamos analisar de maneira sistemética a teoria
geral das equagoes diferenciais ordinarias considerando primeiro os
casos mais faceis e simples. Os casos mais complexos serao analisa-
dos ao final do texto.

Equagoes diferenciais ordindrias aparecem em uma grande quanti-
dade de aplicacgoes em areas diversas como engenharia, fisica, biologia,
economia, agronomia, etc...

Varias aplicagoes de equacoes diferenciais ordinarias, como por
exemplo o da decomposigao atomica do tério (ver exemplo 7) e também
modelos populacionais (ver exemplo 13), serao apresentados no texto.
Estes exemplos foram tomados de [B].

Vamos considerar no capitulo I apenas equacoes diferenciais or-
dinéarias de primeira ordem.



Definicao 1: Chamaremos de equacao diferencial ordinaria de
primeira ordem uma equagao do tipo

dz

E = (ta .1'),
onde f : A — R é uma funcao diferencidvel (na maioria das vezes
vamos assumir também que f  é continua) de (¢,z) € A , e onde A é

um subconjunto aberto de R2.

As equacoes diferenciais z° = 5z e ' = —sen t + 22 sdo exemplos
de equagoes diferenciais de primeira ordem. Neste caso f(t, z) é igual,
respectivamente, a f(t,x) = 5z e f(t,z) = —sen t + x°.

A equagao diferencial 2”7 + 2’ = 0 ndo é uma equagao de primeira
ordem, pois aparece a derivada segunda de x(¢) na equacao diferen-
cial.

Desejamos encontrar, quando possivel, uma x(t) que satisfaga a

equacdo % = f(t,x), com uma condicdo inicial dada z(ty) = zg. O
Teorema abaixo afirma que se f(t,x) for de classe C! (isto é, se % e
of

5, sao continuas) a solucao existe e é tinica.
Teorema 0. Teorema de existéncia e unicidade Considere
a equacao diferencial ordindria de primeira ordem

dz
dt - f(t7 l‘),

com a condicao inicial z(tyg) = zo, onde f : A — R é de classe C!
para (t,r) € A, e onde A é um subconjunto aberto de R?. Entao
existe € > 0 e uma solucao x(t) (da equagao diferencial e que também
satisfaz a condicao inicial) definida no intervalo ¢ € (tg — €,ty + €).
A solugao z(t) satisfazendo a equagao diferencial e a condicao inicial
é Unica, isto ¢, se uma outra z(t) satisfaz “L = f(t,z,(t)), para
todo t € (to — €,to + €), e ainda a condigao inicial x4 (ty) = x¢, entdo
x1(t) = x(t), para todo t € (top — €,tg + €).

Em alguns casos € é infinito, mas existem exemplos em que € nao
pode ser tomado arbitrariamente grande (ver observacao 3 na segao
1.3 ap6s o exemplo 9).

Se f for de classe C*, isto é, se f pode ser diferenciada infinitas
vezes, entao x(t) tamberh é de classe C'™°.

A demonstracao deste resultado nao serd apresentada neste texto.
O leitor interessado na prova do resultado acima podera encontré-la
em [S].

Se f for apenas continua (e nao de classe C'!) entao a solugao z(t)
de 2/ = f(t,x),z(ty) = xo existe, mas nem sempre é tnica (ver [S]).

Vamos desenvolver nas préoximas secoes alguns métodos que per-
mitirao resolver certos tipos de equacoes diferenciais. Embora a
solucao sempre exista sob condigoes gerais (basta f de classe C'') nao



existem métodos gerais (que sirvam para todas as f) de explicitar
quem é x(t).

No presente texto, quando nada for explicitado ao contrario, as-
sumiremos que f é de classe C'°.

Definicao 2: Uma equagao diferencial de primeira ordem em que
nao aparece a variavel ¢ na expressao f(x,t) é denominada autonoma.

No caso contrario, isto é, quando f depende de t diremos que a
equacao diferencial é nao-autonoma.

Vamos analisar na préxima secao um caso especial de equacao
diferencial que é muito importante: as equacoes lineares de primeira
ordem. Casos mais complexos serao analisados subsequentemente.

Existem uma série de distintos pacotes computacionais que per-
mitem obter de maneira muito facil fungoes #(t) que aproximam
bem as z(t) (que denota, naturalmente, uma solugdo de uma parti-
cular equagao diferencial ordinaria). Recomendamos ao leitor, por
exemplo, os "software” MAPLE (ver referéncia [MA]), MATHEMA-
TICA (ver referéncia [MAT]) e MATHLAB (ver referéncia [MATL]).
Estes pacotes permitem também o uso de manipulagoes simbdlicas
(de equagoes diferenciais) e transformadas de Laplace.

No presente texto nao vamos tratar de aplicacoes envolvendo tais
pacotes mas apenas destacar em que casos os utilizamos.

Os métodos utilizados para encontrar a solucao aproximada z(t),
mencionada acima, sao descritos nos cursos de Calculo Numérico.
Nao trataremos deste topico no nosso texto e referimos o leitor inte-
ressado numa boa exposi¢ao preliminar do assunto a [Co| (segao 6)

Exercicios:

1) Mostre que x(t) = te' é solugao de " — 22’ + 2z = 0.
2) Mostre que z(t) = tant é solugao de x’ = 1 + x? e que satisfaz
a condicao inicial z(0) = 0.

I.2 Equacoes diferenciais ordinarias lineares de primeira
ordem

Definigcao 3: No caso em que a fungdo f(z,t) que aparece na
equacao de primeira ordem z' = f (x,t) depende lineramente em z
(ou seja, quando é linear em z(t)), isto é, quando f é da forma
flz,t) = d(t)x + c(t) = d(t)x(t) + c(t), denominaremos a equacao
z'(t) = d(t)x(t) + c(t) (ou, na notacio simplificada, 2" = d(t)x +c(t))
de equacao diferencial linear de primeira ordem.

Exemplo 3: 2/ + ax = 0.
dx

Podemos escrever esta equacao como %7 = —ax = f(t, ), colocando-

a na forma geral descrita na definicao acima.



Neste caso d(t) = —a e ¢(t) = 0.
Seja x(t) = ke~ k constante, entao

L — —qke ™ = —ax(?).
Sendo assim % + ax(t) = —akxz(t) + akz(t) = 0, e portanto a
fungao z(t) = ke~ satisfaz entao a equacao =’ = —ax.

A solugao z(t) pode ser obtida a partir do desenvolvimento que
serd feito a seguir num caso mais geral.

Como poderemos descobrir a solucio da equacdo linear ' =
d(t)z+c(t) com a condigao inicial z(tg) = o, ou escrevendo a equagao
de uma maneira mais adequada:

'+ a(t)z = b(t),

com a condigao inicial
x(tg) = xo?

Acima estamos tomando a(t) = —d(t) e b(t) = c(t).

Exemplo 4: Considere a equagao linear 0 = z'(t)+tx(t) = 2'+tx.

Definigiao 4: A equacdo z' + a(t)z = 0 (isto é, o caso em que
b(t) = 0), chama-se de equacgao diferencial linear homogénea.

Se a(t) é constante igual a a e ¢(t) = 0 entao recaimos no exemplo
3 acima.

Primeiro vamos analisar o caso homogéneo.
Vamos mostrar a seguir como obter z(¢) satisfazendo

' +a(t)z = 0.
Suponha que z(t) # 0,7t € R, logo

AN

e portanto integrando dos dois lados

/t: Z/((j; ds = /t: —a(s)ds.

dlog z(t) da(?)
dt z(t)
Suponha primeiro que x(s) seja sempre positivo ( z(s) nunca se
anula). Logo, xg = z(ty) > 0.
Portanto, pelo Teorema fundamental do Calculo

log(z(t)) — log(z(ty)) = /t Mds = —/ a(s)ds.

. ds to

Note que




Aplicando exponencial em ambos os lados da tltima expressao
obtemos

't
elogaz(t)flogx(to) _ e_‘[to a(s)ds’

e assim obtemos

x(t) _ o S at)ds

Logo, concluimos que
l‘(t) _ I(to) e fto a(s)ds _ zoe” fto a(s)ds

deve ser a solucdo da equacdo diferencial z'+-a(t)xr = 0 com a condicio
inicial z(to) = .

Note que estamos acima supondo ”otimisticamente” que a solucao
x(t) esta definida de ¢y a t. Na verdade a solugao existe pelo teorema
de existéncia e unicidade enunciado anteriormente e pode se provar
ainda neste caso que estd definida para todo t real.

Se z(t) é sempre negativo (logo z(ty) = zo < 0), considerando
log |z(t)| — log|z(to)|, obtemos de maneira similar que

z(t) = z(ty) e~ Ji als)ds _ =z0e = [ als)ds

deve ser a solucdo da equacdo diferencial z'+-a(t)z = 0 com a condicio
inicial z(tg) = .

Acima fizemos uma hipdtese otimista de que z(¢) nunca se anula.
Tal fato em principio poderia ser falso. De qualquer maneira, obti-
vemos um candidato a ser a solugao. )

Vamos agora checar se realmente z(t) = zge " Jig 49 ¢ solucio da
equacdo diferencial o' () + a(t)z(t) = 0 e satisfaz a condicdo inicial
x(tg) = o.

Ora 2’ (t) + a(t)z(t) = zo(—a(t))e”
logo comprovamos que de fato z(t) = xoe lto
da equacio diferencial 2 () + a(t)z(t) =

¥ 1 a(t)zoe” Jig ate)ds =0,

o9 ¢ o solucdo geral

Vamos agora checar se z(t) = xpe ffo ()4 gatisfaz a condicio
inicial z(to) = .

Se z(t) = a:oe_ffto o9)45 ontdo aplicando a expressio ao valor o,
obtemos z(tg) = woe~ Jig als)ds _ z0e® = x.

Fica assim provado que z(t) = zge 0 %% dofine de fato a solugao
da equagdo diferencial x'(¢) 4+ a(t)z(t) = 0 com a condigdo inicial
z(ty) = wo.

Exemplo 5: Encontre a solucio z(t) de 2" + ax = 0, onde a
constante, com a condigao inicial (1) = 3 (isto é tp = 1 e g = 3).



t
d _1) & .
Jig 245 — 3ea(t=1) ¢ 3 solucao

Sabemos, como foi visto acima que a xge
desejada.

Sendo assim, z(t) = 3e~*~1 ¢ a solucdo de 2’ + ax = 0, com a
condigao inicial z(1) = 3.

Ficou assim resolvido o caso de equacao diferencial de primeira
ordem linear homogénea ' +az = 0, x(tg) = o, através da expressao

z(t) = zge~ott),

Exemplo 6: Calcule a solucdo de 2’ + t>z = 0 com a condicio
inicial to = 2, Ty = 4.

Como vimos acima a solugao é z(t) = xpe 0 9205 — zoe P =1)/3 =
de~t2/3c(2%)/3,

Exemplo 7: Decomposicao radioativa.

Observa-se que a massa de uranio decresce ao longo dos anos.
Desejamos fazer previsoes futuras a respeito de uma certa massa m(t)
(medida em gramas) ao longo dos anos. O valor m(t) vai descrever
a massa no ano t. A massa inicial no tempo t = 0 é denotada por k.

Observa-se que a variagao de massa ao longo de um ano m(t+1)—
m(t) é proporcional & massa m(t) no ano anterior. Mais exatamente,
independente de t, vale aproximadamente que

m(t+1) —m(t)
m(t)

~ \

onde A = —9,85 x 10719,
A partir da lei que rege o fenomeno que foi descrito acima, é
natural supor que m(t) satisfaz a equagao diferencial
/
t
ml) _ ),
m(t)
Isto porque
_mE+A)=m(t)  m(+1)—m(t)

m'(t) ~ A T - ~ Am(t),

onde consideramos A = 1.

Como sabemos, a solugao de m’ = Am é m(t) = ke* (no caso em
consideracao A é negativo pois a massa decresce).

Se no instante ¢t = 0 (ano 1996, por exemplo) a massa for myg, entao
m(t) = mpe e assim podemos fazer uma previsao de m(t) para anos
posteriores, por exemplo, no ano 2026 a massa serd mge*°.

No caso do uranio os valores que descrevem a variacao de massa
no modelo sdo dados por z(t) = ke ™, onde A = 9.85 x 10719 anos™!



Figura 1.1:

Algumas palavras sobre como ¢é possivel identificar o valor A =
9.85 x 10719 O valor A pode ser obtido através do método dos
minimos quadrados a partir de dados experimentais.

Considere fixada a massa inicial mg de uranio no tempo t,. Por
exemplo, se nos tempos respectivamente ti,t,,..,%, sao observados
os valores m(ty) = x1,m(ty) = o, ....,m(t,) = x,, pode-se estimar
aproximadamente o valor de A encontrando o minimo da fungao G(\)
dada por

Ou seja, tentaremos encontrar A entre os possiveis A que menos
desvia de uma exponencial e* a partir da informacao dos dados exis-
tentes. .

Fazendo a conta, encontra-se o valor \ tal que G’ (A) = 0 e G”()) >
0. Este valor serd o melhor valor aproximado do A real (a partir dos
dados colhidos) e, como vimos, pode ser obtido de maneira féicil a
partir dos dados t;, z; apresentados acima.

Pode-se entao fazer previsoes aproximadas de valores futuros m(t)
(solucdo de m' = S\m, m(ty) = my), para a massa de uranio usando
a aproximacao mge.

Na figura 1 mostramos o caso em que n = 5 e que mg é conhe-
cido. Os valores z; forma obtidos através de medi¢oes nos tempos
ti,i € {1,2,3,4,5}. Suponha que nos tempos t; = i foram obtidos,
respectivamente, os valores 7.4,7.0,6.7,6.5,6.0, e a massa inicial no
tempo ¢t = 0 era my = 7.9. Devemos portanto encontrar A minimo



para G(\), onde
G(\) = (7.4 — 7.9¢M)? + (7.0 — 7.9¢*)2 + (6.7 — 7.9¢™)*+
(6.5 — 7.9¢™)? + (6.0 — 7.9¢*?)2.
Neste caso, dado tal G()), temos que encontrar )\ tal que satisfaz
G'(\) = —(2(7.4 - 7.9eM)7.9eM 4+ 2(7.0 — 7.9¢*)7.9 22+
2(6.7 — 7.9¢™)7.9 3N+

2(6.5 — 7.9¢M)7.9 4eM 4 2(6.0 — 7.9¢*)7.95 ) = 0,

e ainda G"(\) > 0.

Considere agora y = e” e substitua y na equagao acima encon-
trando assim uma equagao polinomial ¢(y) = 0 onde ¢(y) tem grau
10:

A

q(y) = —(2(7.4 = 7.9y)7.9y + 2(7.0 — 7.9y*)7.9 2¢y°+

2(6.7 — 7.9y%)7.9 313+
2(6.5 — 7.9y")7.9 4y* +2(6.0 — 7.9y°)7.95 y° ) = 0.

Neste momento devemos aplicar algum pacote computacional para
determinar raizes de um polinémio ([MA]|[MAT][MATL]). Devemos
selecionar entdo uma raiz (exclua as raizes que s@o numeros com-
plexos) que nos determine um minimo para G. No caso em que for
complicado calcular G”(A) > 0 (nas solugoes A obtidas a partir do
polinémio de grau 10 mencionado acima) podemos, alternativamente,
testar o valor G(A) nos 10 possiveis valores de A e encontrar assim o
A minimo para G. Encontramos assim uma solugao aproximada j e,
finalmente, conseguimos descobrir A = log(7).

Este vai ser o valor estimado para A e m(t) = mge*" vai nos
permitir obter uma previsao futura da massa de uranio a partir das
5 medigoes apresentadas.

Nao h& necessidade de utilizar tais pacotes no momento, esta-
mos apenas dando uma indicagao ao leitor sobre como proceder para
resolver tais tipos de problemas.

Este é a éssencia do método dos minimos quadrados também cha-
mado do método da maxima verossimilhanca. Se os dados forem em
quantidade suficientemente grande os resultados sao bastante preci-
sos. Esta é uma maneira de calcular o valor de A ~ 9.85 x 10719
mencionado acima (no problema da massa de uranio, para se obter
uma boa aproximag¢ao, um numero muito maior do que 5 medigoes é
necessario). No método dos minimos quadrados, quanto maior for o
nimero de dados colhidos, mais preciso sera estimativa de A.

At



Agora que ja obtivemos a resposta para o caso da equagao dife-
rencial homogénea, vamos resolver o caso nao homogéneo, ou seja o
caso

Z'(t) + a(t)x(t) = b(t)

(que corresponde ao caso da equagdo linear de primeira ordem nao
homogénea) com a condigao inicial

x(to) = wo.

Para resolver este caso teremos que multiplicar os dois lados da
primeira equagao acima por uma fungao u(t) nao nula, que devera ser
escolhida posteriormente de maneira conveniente. E claro que multi-
plicando dos dois lados por u(t) continuamos com uma igualdade:

w(t)x' (t) + u(t)a(t)z(t) = b(t)u(t).
A funcéo u(t) sera denominada de fator integrante.
O objetivo é usar novamente o teorema Fundamental do Célculo,
tentando colocar a tltima expressao como a derivada de uma funcao.
Como sabemos, a derivada de um produto de fungoes f e g satis-

faz: (f9) = f'9+fd
Suponha que u (t) = a(t)u(t), entao

u(t)z (t) + u(t)a(®)x(t) = u(t)a'(t) + o' (O)z(t) = b(t)u(t). (1)
Sendo assim teremos que

(u(t)z(t))" = b(t)u(t).

A solucao do caso nao homogéneo serd entao finalmente obtida da
seguinte maneira: integrando em relacao a t dos dois lados da ltima
expressao obtemos

u(t)z(t) = / b(t)u(t) dt = a(t) = % / b(t)u(t) dt.

Fica assim determinada a solucao z(t).

Para que acontega o que estabelecemos acima, é apenas necessario
que u(t) seja tal que ua(t) = u'.

O leitor reconheceréd acima que estamos considerando uma equagao
linear homgénea u' — a(t)u = 0.

Como vimos acima no caso homogéneo, u(t) deve ser da forma

u(t) = el a)dt
O fator integrante é portanto

u(t) = el @ e (9)



Sendo assim de (1) e (2) obtemos

/ d t t
u(t)' (O)+ula(t)a(t) = = <eff0 a(s) dsx(t)) — b(t)u(t) = b(t) elio “© %,

Integrando dos dois lados e usando o Teorema Fundamental do
Célculo encontramos:

eftto a(S)dsx(t) _ /u(t)b(t)dt: /6ftto a(s)dsb(t)dt—l—k‘,

obtendo assim a solucao da equacao linear de primeira ordem nao
homogénea,

2(t) = e Jio s / el Oy dt 1 k).

O k acima aparece em funcao da integral indefinida. Ele pode ser
determinado em funcdo da condigao inicial z(ty) = xo.

Podemos também alternativamente encontrar a solugao da equagao
linear de primeira ordem nao homogénea utilizando a integral defi-
nida em vez de integral indefinida como acima:

[ weoya= [ sopuis)as

to to

logo,

tﬁﬂ@—u%nmﬁ—/b®wﬁﬁ,

to

ou seja

awzj%(éﬁ@MQm+aw%0 3)

s
onde u(s) = u(tp) elio )T

Observe que a integral que define u(t) pode ser tomada com qual-
quer extremo inferior d em vez de ty, visto que a alteracao na ex-
pressao é apenas de uma constante, e isso nao atrapalha em nada o
raciocinio subsquentemente utilizado nas consideragoes feitas acima.

Observacao 2: Note no desenvolvimento acima que podemos
tentar calcular a solucao de um problema envolvendo uma equacao
diferencial ordinaria por dois métodos distintos. Um deles usa a inte-
gral indefinida e determina uma constante k que vai ser determinda
a posteriori através da condicao inicial x(tg) = z9. O outro método
utiliza a integral definida junto com a condig ao inicial z(ty) = xg, ob-
tendo assim, diretamente, a soluc¢do z(t). Qualquer dos dois métodos



é adequado aos nossos propésitos e, naturalmente, no dara o mesmo
resultado.

Exemplo 8: Considere 2’ + 2tz = t, com a condi¢do inicial
z(1) = 2. Neste caso, a equagao é linear de primeira ordem nao
homogénea com a(t) = 2t e b(t) = t.

A solugao pode ser obtida pela aplicacao direta da férmula (3).
Vamos no entanto proceder de maneira semelhante ao calculo feito
acima para esclarecer ao leitor todos os detalhes da prova em um caso
concreto.

Ora [ a(t)dt =%, logo o fator integrante ¢

u(t) _ ef a(tydt _ et2

e portanto multiplicando a equacao x’ + 2t x = t dos dois lados pelo
fator integrante , , ,
e F2te x=te,
logo,
d e x(t) = te”
dt -

portanto integrando dos dois lados e usando o teorema fundamental
do Calculo

1
e’ x(t) = /tet2 dt = §et2 +c

e finalmente

1
x(t) = 5 t+ee .

A constante ¢ pode ser determinada resolvendo em ¢ a equacao
x(tg) = xo. Isto é, como z(1) = 2, entdo 2 = z(1) = %+ ce ! e

assim, ¢ = %e. Finalmente,

1 3 2

z(t) ==+ zee ",
Alternativamente, em vez de usar integral indefinida, podemos
obter a solugao diretamente usando a integral definida, como descrito

abaixo:




Sempre que encontramos uma solugao z(t), é recomendado checar
se a fungdo x(t) encontrada é realmente solucao da equagao diferencial
e se satisfaz a condicao inicial.

Vamos portanto testar se a x(t) encontrada é realmente solucao.
Realmente, para tal x(t)

3 2 2
2 (t) = 5(—2t)61_t = —3te' ™!

logo,
1 3
'+ 2tr = —3t el + 2t <§ + §elt2> =t

Logo, x(t) satisfaz a equagao diferencial. Vamos agora testar a
validade da condicao inicial.

Ora, z(1) = 5 + %61_12 =1+ 2 =2, logo x(t) acima descrito
satisfaz = (t) + 2tz(t) = t,2(1) = 2, e é portanto a solucdo que
buscavamos.

Exercicios:

1) Encontre a solucao geral x(t) de
a) ' +x cost =0

b) '+ 2w =y
c)

14+¢2
¥+ tir =12

2) Determine a solugao z(t) da equagao diferencial e que também
satisfaca a condigao inicial dada:

a) ' +vV1+t2x=0,2(0)=3

b) o' + 1+ t?tx = 0,2(0) =2

c)d +t*r=1t*z(1)=5

d) o =2tz =tz(2)=1

d) 2 —2tx=tz(1) =2

3) Mostre que toda solugao z(t) da equagao &’ + ax = be~
a,c >0, b € R sao constantes, é tal que lim; ., z(t) = 0.

4) Considere a equagao diferencial 2'+a(t)z = b(t) onde a(t) e b(t)
sao continuas em t € R. Generalize o resultado acima mostrando que
se existe ¢ > 0 tal que a(t) > celim;_,o b(t) = 0, entdo lim; o x(t) =
0.

 onde

5) Considere a equagao =’ +x = f(t) onde f(t) é limitada. Mostre
que existe uma tnica soluc¢do x(t) limitada.

1.3 Equacoes diferenciais separaveis

Definicao 5: Uma equacao diferencial que pode ser colocada na

forma
oo 90 _ 9(t) (4)

fl(t)  flx)
onde g e f sao fungoes reais (e f nao se anula) é denominada equagao
diferencial separavel.




Esta equagao diferencial pode ser expressa também na forma mais

conveniente f(x)z" = g(t) (ou seja f(x(t))z'(t) = g(t)).
Vamos descrever a seguir como calcular a solugao geral de (4).

Seja F(x ) a primitiva de f(x) em relacdo a varidvel z, isto é, F
satisfaz F(z) = [ f(z)dz (ou seja, T = f(a)).

X
Suponha que z(t) é a solucdo que desejamos encontrar da equagao

(4).

Pela regra da cadeia, teremos entao

S () = S (a(0)2' (1) = 1) (1) = o(0)

A dltima igualdade vem do fato que assumimos que z(t) é solugao de
(4).
Logo, J:; LF(x(s))ds = ftz g(s)ds

Se assumimos z(ty) = z, entdo

me—mmz/g@w

to

Devemos agora aplicar a fungao F~! (a inversa de F) & expressao
acima para determinar x(¢) (nem sempre é facil encontrar F~1).

Note que z(t) aparece implicitamente e algumas vezes pode ser
dificil de obter a expressao explicita de z(t). No entanto, em muitos
casos - como veremos a seguir - é possivel obter z(t) explicitamente
encontrando assim a expressao analitica da solugao da equacao dife-
rencial (4).

Por exemplo, para o caso

temos que F(z) = %3 e portanto, a equacao diferencial nos diz que

dF(z(t)) d=z()®* dF ' 2 10\
e =y = %(x(t))x (t) = x(t)°2'(t) = cos(t).

Integrando dos dois lados obtemos

Para calcular a inversa F'~'(y) considere % ? = F(x) =y e deter-
mine x em funcio de y, ou seja (3y)/3 = z(y) = F~(y).
Aplicando a inversa F~'(y) = (3y)'/3, a expressdo (*) acima ob-
temos
z(t) = (3 ( sen (t) + ¢))'/.



Concluindo, podemos afirmar que quando a equacao é separavel, a
solugao x t) aparece implicitamente na equagao (funcional) F'(x(t))—

=),

Alguns pacotes computacionais, como por exemplo [Ma][MAT|[MATL],
permitem obter em varios casos a integral indefinida F'(x) de uma
funcao dada f(x).

Exemplo 9: Considere a equacao diferencial ¢y’ = 1 + y? com a
condigao inicial y(0) = 0.

Esta equacao pode ser escrita na forma separavel:

1+y2
ou seja, utilizando a notagao anterior,
1

f@)=1+y2

, g(t)=1

Sendo assim, a equacao pode ser escrita na forma

1
1+ 92

y=fy)y =1,

Logo, a primitiva de f(y) é

y v o1
Fy) = z)dz = dz = arct —arct .
w= [ see= [ gy~ aretg yy

Logo, para tal F
dr 1

dy  1+y2

Ora, para tal F

arctg y(t) — arctg yo = F'(y(t)) — F(yo) =

[ ruo) = [ iynas = [ sl is= [ glsyis

Como no presente caso g(s) =1 e yo = 0 temos que

¢ ¢
/g(s)ds-/lds-t,
0 0

obtendo assim, portanto, que arctg y(¢) = t. Concluimos, finalmente,
que y(t) = tang t, t € (—%, %)

Observagao 3: Note o seguinte fato importante: a solugao y(t),
neste caso nao esta definida para todo ¢ real. O dominio natural
de y(t) no presente caso particular é o intervalo (=%, 7). Este fato
comprova o que afirmamos antes (apés o Teorema 0 na se¢ao 1.1):



uma equacio diferencial ' = f(z) em que f estd bem definido (e é
de classe C*) para todo = € R, pode existir uma solugdo que nao
esta definida para todo t € R.

Exemplo 10: Qualquer equagao autonoma y = f(y),y € Ré
separavel, pois pode ser escrita como y = ——, ou seja na forma

Kol
m?/ = 1. Se F(y) for a primitiva de f(y 7

poderd ser obtida implicitamente de F'(y(t))

F(y(t)) — F(y(0)) = / L py(s))ds =

/f )ds-/ttlds:t—to.

Logo a expressao analitica de y(t) pode ser obtida explicitamente
(quando for possivel calcular a primitiva F' e quando for possivel
resolver a equacao implicita) a partir de F(y ( ) — F(yo) =t — to.

Exemplo 11: Calcule a solugao y(t) de Y +ycost = 0.

A equacao é separavel e pode ser escrlta na forma 72 = —cost.

Integrando,
y/
/ = =— / cos tdt
Y

Supondo que y(t) é positivo, obtemos, logy(t) = —sent + ¢, e por-
tanto, y(t) = e k, k = e°.

A conclusao é que, y(t) = ke "' é o candidato a solugdao que
buscavamos.

E facil testar e confirmar que tal y(t) é realmente solucao da
equacgao diferencial.

Exemplo 12: Calcular a solugio y(t) de &4++/1+ 2y = 0, y(0) =
V5.

A equagao acima pode ser escrita como [ % = — [V1+3dt =
Inlyl =— [ V1+t3dt

Vamos a seguir calcular a integral de [ v/1 4+ ¢2d¢

Considere a mudanga de variavel t = tgu, logo dt = sec?udu.
Como V1 + tan? = sec, entao [ V1 + t2dt = [ sec(u) sec?(u)du.

Faca g(u) =secu e f(u) = tanwu.

Vamos usar a seguir que f(u)g(u) = [(f (w)g(uw) + f(u)g (u))du.

Ora,

entdao a solucdo y(t)
F(yo) =t — to pois

/sec?’(u) du = /sec(u) sec?(u) du =

=secutgu — /secutg2udu =

=tv1+t2— /SGCU(SQCQU— 1) du =



:t\/1+t2—/sec3udu+/secudu

1
:>/sec3udu—§ (t(1+t2)1/2+/secudu).

Ainda,

sec? ecut
/secudu:/ ¢ U+SCUgudu:ln|Secu+tgu’

secu + tgu
/ sec udu =

1
fy| = —5 (t(l +)2 + In(VI+ 2+ t)) +c

e assim,

(t(l )Y f In(V1 412+ t))

N —

Logo,

e assim,
1
y = exp (_ﬁ(t(l + )2 £ n[(1 4+ 2)2 + t]) k=

k t
exp | —=(1 +t%)Y2
(L4212 +¢ p( 3 )

Finalmente, considerando a condi¢ao inicial

y(0)=v5 ecomo y(0)=k=k=+5
concluimos finalmente que,

\/S t 2\1/2
(T+ )12+ 7P (—5(1 + 12V )

Vamos apresentar agora um exemplo classico e interessante de
aplicagao das equacoes diferenciais separaveis.

Exemplo 13: Considere uma populagao inicial de vinte coelhos
e vinte coelhas, que vao acasalar em pares e procriar.

Vamos denotar por pg = 40 a populagao inicial no tempo inicial
tg, e vamos tentar fazer uma projecao e tentar descrever o niimero
p(t) de coelhos no tempo futuro ¢, lembrando que os filhos dos coe-
lhos da primeira geragao vao tambem se acasalar par a par, gerando
novos coelhinhos que também vao se acasalar e assim por diante...
Vamos assumir também que cada casal produzird machos e féemeas
em quantidades iguais.

Podemos supor que o tempo ¢ em que vamos comecar a contagem
do tempo seja igual a 0.

y(t) =




Vamos denotar At a variacao do tempo e Ap a correspondente
variagao do nimero de coelhos neste periodo.

Numa variacao de tempo At os coelhos se reproduzem numa taxa
que vamos denotar por a. O valor positivo a descreve a fertilidade da
populacao em exame. Logo, dada uma populagao p, vao ser produzi-
dos Ap = ap novos coelhinhos, isto é apds decorridos um tempo At =
1 (1 ano por exemplo), resultard num aumento da populagao total de
ap coelhos. Por exemplo, se a = 3, entao apos o fim do primeiro ano
haveria um aumento de apy = 3.pg = 3.40 = 120 coelhos, e teriamos
assim p(1) = 160 coelhos. Por sua vez p(2) = p(1) + ap(1) = 640
coelhos e assim por diante...

Como vamos considerar uma variagao de tempo unitaria (um ano),
teremos que At N (t+1)—t=1eAp=p(t+1)—p(t).

p

Logo, como 3% é avariagao de coelhos no tempo At, obtemos a

equacao de diferencas

plt+1) —p(t) plt+1)—p(t) Ap
(t+1)—t 1 At

=ap,

onde a é o coeficiente de reproducao dos coelhos, com a condicao
inicial p(tp) = po. Sendo assim a equagdo acima, nos permite su-
por (supondo que a variagdo de um ano é muito pequena frente ao
tempo total que vamos considerar) que a evolugdo do crescimento
populacional deve satisfazer aproximadamente a equagao

p' = ap,
com a condigao inicial p(ty) = po.

O procedimento acima (usualmente utilizado na modelagem de
problemas da Natureza) foi em essencia aquele de passar de uma
equacao de diferencgas (tempo discreto) para a correspondente equagao
diferencial (tempo continuo). A solucdo p(t), t € R, que obteremos
desta maneira, serd muito préxima da solugao real do problema (com
tempo discreto).

A solucao da equacao linear acima como sabemos é

p(t) = et 20

eato '

Portanto, se desejarmos saber aproximadamente quantos coelhos
existirdo daqui a 10 anos considerando t, = 0 obteremos p(10) =
e1040).

Se a = 3 entao p(t) = 3°40.

Neste caso, é facil ver também que quando ¢t — oo a populacao
total p(t) — oo.

O raciocinio acima desenvolvido pode ser aplicado - em termos
aproximados - para o crescimento da populacao de seres humanos
sobre a face da terra. Por isto é que se diz que o crescimento da



populacao humana é muito rapido pois ele é do tipo exponencial no
tempo p(t) = poe®t=t),

Considere um outro problema real em que tenhamos dados da
populacao de um pais ou um estado em um certo periodo de tempo,
e desejamos fazer uma previsao da populagao em um tempo futuro.
Primeiro devemos estimar o valor a. Este valor a pode ser obtido em
valor aproximado pelo método dos minimos quadrados.

O modelo desenvolvido acima nao é valido nas condigoes naturais
de vida de uma populagao sujeita a competicao entre espécies, ou
quando os recursos disponiveis nao permitem atender uma populagao
arbitrariamente grande. Para se obter um modélo mais realista, ne-
cessitamos introduzir no modélo um novo parametro correspondente
a competicao.

Por razoes que nao cabem analisar aqui, é natural supor que existe
um fator inibidor (em geral devido a competigao) da taxa de cresci-
mento da populacao da forma —bp? < 0. O valor positivo b determina
a intensidade da competicao. Sendo assim, a equagao que rege uma
populacao sujeita a competicao é

p' = ap — bp’
e esta equacao pode ser escrita na forma separavel
/ 1
p=—7—>  p(t) = po,
ap—bp?
isto é 1
—— p =1 5
p— -l (5)

Vamos tentar calcular a solu¢ao p(t) para poder fazer uma pre-
visao do crescimento populacional com competicao que no tempo tg
é igual a py. Note que a equacao (5) é separavel.

Desejamos escrever (por razoes que vao ficar esclarecidas a seguir),
% na forma
ap—bp

1 A B
— = 4+ ,
ap—bp> p a—bp
onde A e B sao constantes reais.
Ora, se para todo p vale que

A+ B Aa+(B-bAp 1 1 -
p  a—bp pla — bp) pla—0bp)  ap— bp?
1
Aa=1,(B-bA)=0e A= p="
a a

Sendo assim,
1 1 b
ap —bp?> ap  a(a— bp)



Logo, de (5) obtemos a equagao
y r b
& _ £ S —" . —
ap —bp?  ap + ala — bp)p

e portanto,

1 t 7 1 t _b / t
—/ ]ids——/ P ds:/ ds, ou seja,
a to p a to a — bp to

1 1
—(log[p(t)| —log|po|) — ~(log|a — bp(t)| — log |a — bpo|) =t —to.

Agora deve ter ficado claro ao leitor porque escrever W da
forma acima (podemos usar a derivada do logaritmo desta maneira).
e (1) |
1 p(t Po >
— | log — log =t—tp
a( |a — bp| @ — bpo)|
e assim, (0| ol
p(t Po
og ————— = (t —tg)a + log ———
a—pli] bl
ou seja
p(t) — plt—to)a Do
a — bp(t) “a — bpo
p(t) = g elt—to)a__P0 bpo (t)e(t’t‘))“.

a—bpo_a—bpo

Finalmente obtemos a solucao

_ 7(t7t0)a
_ (t—to)a_ Po o a bpo e o (t—to)a
p(t) = ae a—bpy (a— bpy)e(t-to)a (@ = bpo)e +bpo =
apo
p(t) = (6)

(a — bpg)e—(t—to)a + ppy,
e portanto como a é positivo

lim p(t) = 0 =7,
t——+o00 bxg b
independente do ntimero inicial de coelhos py e do tempo ty em que
se iniciou a contagem dos coelhos. Este valor ¢ determina o nimero
de coelhos que o ambiente em consideracao comporta.

Note que o valor limite a/b independe da solugao p(t) (ou seja da
condi¢ao inicial dada) considerada.

Dado um exemplo de crescimento populacional oriundo de uma
observacao da Natureza (a populacao de um pais, uma populagao de
peixes numa certa regiao, etc..), e no qual sabemos existir um fator de
competicao, é possivel estimar a e b através do método dos minimos
quadrados (de maneira similar ao considerado anteriormente), e assim



fazer previsoes da populagao p(t) para um tempo futuro ¢ utilizando
a expressao (6). Vamos ter agora que maximizar uma funcao G(a,b)
de duas variaveis (a,b) em fungao de dados coletados ¢;, x; obtidos
no passado.

No caso especifico do crescimento populacional da terra, estes
valores a = 0.029 e b = 2.941 x 10~!? foram estimados com bastante
precisao e os dados reais se adaptam com incrivel precisao aos dados
previstos pelo modelo. Sendo assim, se pode fazer previsoes bastante
realistas da populacao da terra nos proximos anos.

O valor limite de uma solugao qualquer p(t) do problema popu-
lacional com competigdo no caso da terra, é dado por a/b = 9.86
bilhoes de pessoas.

ANO | p populagao observada | p calculada via formula
1790 3.9 3.9
1800 5.3 5.2
1810 7.2 7.2
1820 9.6 9.8
1830 12.9 13.1
1840 17.1 17.5
1850 23.2 23.2
1860 31.4 30.4
1870 38.6 39.4
1880 50.2 50.2
1890 62.9 62.8
1900 76 76.9
1910 92 92
1920 106.5 109.4
1930 123.2 123.9
Tabela 1.

Populacao dos EUA em milhoes de habitantes de 1790-1930

Mostramos na tabela 1 dados da evolucao ao longo dos anos da
populacao dos EUA. A partir dos dados colhidos (ver coluna da es-
querda) pode estimar-se a e b na féormula (6) pelo método dos minimos
quadrados. Obtem-se assim uma func¢ao p(t) cujos valores (como se
pode observar na coluna da direita da tabela) estdo bem préximos
dos valores observados ao longo dos anos (colocados na coluna da
esquerda). Isto permite fazer uma boa previsao da populagao ameri-
cana nos préximos anos utilizando tal p(t) obtida a partir dos dados
anteriores.



p(t)

p(t())

Figura 1.2:

Definicao 6: Dizemos que zg € R é um ponto atrator para a
equagao diferencial autonoma x’ = f(z) se para qualquer ty e x;
proximo de xg, a solu¢ao x(t) que satisfaz z(ty) = x; estd definida
para todo o valor ¢ real positivo e lim; . z(t) = xo.

Existem defini¢oes mais gerais de atrator (ver [DL]), mas esta nos
basta no momento.

Como podemos comprovar pelo que foi descrito acima, o valor
Ty = § ¢ um atrator para a equacao diferencial ¥’ = ar — bx? con-
siderada neste exemplo. Destacamos aqui que se observarmos uma
solugao p(t) qualquer (independente do tempo e da condigao inicial)
do sistema populacional acima analisado, apés um periodo muito
grande de tempo, o valor da populacao p(t) terd um valor de aproxi-
madamente igual a zo = ¢ (ver figura 2)

Note que o modelo populacional em que assuminos competicao
permite uma melhor aproximacao da "realidade”do que o modelo
anterior (sem competicdo). Ja foi dito por alguém no passado que:
”um modélo é sempre uma mentira, mas é uma mentira generosa que
nos permite entender aproximadamente a realidade”. Quanto mais
sofisticado for o modélo, levando em conta mais e mais fatores, mais
préximo da realidade nos encontraremos.

Vamos considerar ao fim desta segao de maneira mais geral os
pontos atratores de uma equacao diferencial.

Antes disto vamos considerar mais alguns exemplos de equagoes

separaveis.



. 5 2\dy __ 2
Exemfl)lod 14: Clalcule a solugao y(t) de (1 +t%)% = 14+y° .
Ora, Wd_lt/ = 112 IOgO
[ 5=y (t)dt = [ izdt, e assim, arctgy(t) = arctgt + ¢, final-

1+y? )
_ tt+tge) _ t+k
mente, y(t) = I—ttge  1—kt
. _ tgzttgy
Acima usamos o fato que tg(a: + y) = Ttgatay

Exemplo 15: Encontre a solugao y(t) da equaciao  t*(1 +y?) +
Zy% =0, y(0) = 1 e determine o dominio natural de definigao da
solugao.

Ora, 2yy'(t) = —t*(1 + y?),

1) = -1,

In|1 492 = -5 +k,

3
1+y?=e5 ek,
logo,

3 1/2
y(t) = (ce_? — 1) ,

Levando em conta a condicao inicial obtemos

3 1/2
1 =y(0) = (ce_o? - 1) ,

entao 1 = c— 1, logo ¢ = 2 e assim

3 1/2
y(0) = (275 1) ",

logo a solugao y(t) existe Vi € (—o0,log8).

Finalmente gostariamos de descrever brevemente um tépico muito
importante: estados de equilibrio.

Definigcao 6’: Dada a equacao diferencial de primeira ordem x’ =
f(x), onde f: R — R, dizemos que 7 é um ponto de equilibrio para
f se fxg) = 0.

A solugao de 2’ = f(x), z(tg) = x¢ é x(t) = o para todo t, porque
para tal xz(t) temos 2'(t) = 0 = f(z(t)).

No exemplo do modelo populacional acima consideramos f(z) =
ar — bz? e assim zo = a/b é ponto de equilibrio para tal f.

Referimos o leitor a [KG] para uma série de exemplos interessantes
de aplicacoes sobre pontos de equilibrio em areas distintas como:
biologia, fisica, engenharia, economia, etc...

Uma pergunta natural é se no caso geral xy vai ser ou nao um
atrator no sentido que foi descrito acima. Se xy for um atrator,
a figura que descreve o comportamento de outras solugoes y(t) de
¥ = f(z),z(ty) = x1, onde x; estd proximo de zy ¢é similar ao que
descreve a figura 1.2. Neste sentido o equilibrio é estavel, pois o valor
de y(t), quando t vai a infinito, converge a .

E possivel que zq seja de equilibrio, mas xy nao seja um atrator.



Se estamos procurando num modelo do mundo real (regido por
uma equagao diferencial ' = f(x)) posigoes estéticas, ou seja pontos
de equilibrio zy para f, muitas vezes, estamos interessados apenas
naqueles equilibrios que sao estaveis, ou seja os xy que sao atratores.

Por exemplo, se estamos procurando solugoes estaticas para o mo-
delo populacional 2’ = ax — bx?, nao precisarfamos resolver nenhuma
equacao diferencial, bastaria resolver f(x) = 0. Neste caso encon-
trarfamos os valores a/b e 0. Estes dois valores sao de equili “brio. In-
tuitivamente pela figura 1.2 vemos que 0 nao é de equili “brio estavel.
Como checar isto de maneira pratica? Vamos elaborar sobre isto a
seguir.

Outro exemplo, num péndulo com atrito, a solugao com o péndulo
parado na posicao para baixo é estavel. O péndulo com a posicao
vertical para cima também é de equilibrio, mas claramente nao é
estavel (nao é atrator de solugoes com condigoes iniciais proximas).
Ninguém jamais entrou num laboratério e encontrou um péndulo
com a posicao vertical para cima. Isto porque qualquer pequena
perturbagao vai tira-lo da posicao de equlibrio.

Para determinar se um ponto de equilibrio o para f é atrator,
podemos usar o seguinte critério: se f'(xg) < 0 entdo x, e atrator.

A razao de ser desta afirmacao é bastante simples e pode ser ilus-
trada pelas figura 1.3. Se f'(zg) < 0 entdo os valores de f a esquerda
de xy sado positivos (os vetores unidimensionais f(z) apontam para
a direita) e os valores de f a direita de z( sdo negativos (os vetores
unidimensionais f(z) apontam para a esquerda). Isto faz com que
neste caso, as solugoes y(t) préximas (ou seja associada a condigao
inicial z; préximas de zp) tenham que convergir a x.

Note que se f'(xp) < 0 entdo o ponto zp nao serd atrator (ver
figura 1.4).

Sendo assim, se estamos procurando solugoes estaticas estaveis
para o modelo populacional 2’ = az — bx?, nao precisariamos resolver
nenhuma equagao diferencial, bastaria resolver encontrar os x( tal
que f(zg) = 0 e a seguir testar quais dos xg satisfaz f'(xy) < 0. No
caso em que f'(xg) > 0 o equilibrio nao é estavel. Se f'(zy) = 0, a
priori, nada se pode dizer.

Por exemplo, no caso f(z) = azx — bz?, o valor f'(0) = a > 0, logo
0 é de equilibrio mas nao ¢é atrator.

O exemplo populacional acima ilustra o que acontece na situacao
geral de uma equagao diferencial ' = f(z) e seus pontos de equilibrios
Zo.

Outro exemplo: em problemas de quimica envolvendo autocatalise
(em que tripsogénio ¢ transformado em tripsina), aparece de maneira
natural a equacao diferencial

2 = r(yo +)(B — ) = f(a),



(0,0)

Figura 1.3:

(0,0)

Figura 1.4:



onde x(t) descreve a concentragao de tripsina na reagao e onde r, B, yg
sdo constantes positivas (ver [Ba] secao 11.5).

Os pontos de equilibrio sao B e —yy. O ponto B é atrator pois
neste caso f'(B) < 0 e —y nao, pois f'(—yo) > 0. Logo, neste caso,
a concentracao de tripsina na reagao, dada por z(t), independente da
condi¢ao inicial proxima, converge a B. Na verdade é possivel mos-
trar que tal acontece para qualquer solucao com qualquer condicao
inicial positiva.

Nao houve neste caso necessidade de calcular a solugao da equacgao
diferencial para saber o comportamento limite de uma solugao qual-
quer.

Exercicios:

Encontre a solucao geral x(t) de

1)
)) = (1 +2)(1+1)
)

a
b) coszsentx’ = costsenx
c t+a+5
d

¥=e
) (1+t%)2" = 1+ 2% (sugestao: use que tan(x +y) = %)

2) Encontre a solugao z(t) da equacdo diferencial e que também
satisfaga a condicao inicial:

2

ya'=(1+x)(1+1),z(1)=1
b) t*(1 + 2?) + 2z’ =0, 2(0) = 1
C) = T+t2z?

d) 2 = (3= 2)(2 = 2),2(0) = 0

o x(1)=3
e) Tte' = xcost,z(1l) =0

I.4 Equacoes diferenciais exatas

Vamos agora analisar o caso geral de uma equacao diferencial
de primeira ordem y = f (t,y), que pode ser também escrita al-
ternativamente como M(t,y) + N(t,y)y’ = 0 (tome por exemplo
M(t,y) = —f(t,y) e N(t,y) = 1). Usaremos esta notacao com M e
N que como veremos a seguir ¢ mais conveniente.

Vamos dar um exemplo. Considere a equagao

y(t)* —ty(t) —t* =0,

a qual nao é uma equacao diferencial e que ja sabemos resolver pela
férmula de Bascara:

t+ V2t 4t

t) =

y(t) 5

Derivando a expressao y(t)* — ty(t) — t* = 0 obtemos a equagao
yy' —ty' —y —2t =0,

que pode ser escrita na forma M (t,y)+ N(t,y)y’ = 0 onde M(t,y) =
—y—2te N(t,y) =2y —t.



A equacao diferencial acima na verdade nao deveria ser classifi-
cada com tal em funcao de que se trata de um problema envolvendo
apenas equacoes algébricas como vimos.

Uma série de exemplos de equacao diferencial seguem o figurino
acima e o estudo das equagoes diferenciais exatas é a tentativa de
identifica-los.

Pergunta: dada a equagao diferencial M(t,y) + N(t,y)y’ = 0
serd que podemos encontrar implicitamente a solugao y(¢) na forma
o(t,y(t)) = ¢, onde ¢ é uma constante? Se isto fosse possivel, po-
derfamos entao afirmar que a equacao M (t,y) + N(t,y)y’ = 0 possui
solugoes que podem ser obtidas implicitamente a partir de ¢, o que
generalizaria o que foi descrito anteriormente quando analisamos as
equagoes separaveis. Vamos mostrar a seguir que muitas vezes nao
poderemos encontrar solucoes implicitamente de equagoes do tipo
M(t,y) + N(t,y)y" = 0. Isto nao significa que nao existird solucao
apenas que nao se consegue obter a solu¢ao y(t) de maneira implicita
o(t,y(t)) = c¢. O Teorema 0. (de Existéncia e Unicidade) de solugdes
de equacoes diferenciais ordindrias assegura que existe sempre solugao
y(t) se M, N forem de classe C'.

Suponha que y(t) possa ser obtida implicitamente através de

ot y(t)) = c.
Derivando a expressao acima obtemos a equacao diferencial: %—‘f—I—
Logo, M + Ny = 0 pode ser escrita na forma %—f + g—a—i =0, se

Y
e somente se, existe ¢ tal que g—f = M, g—‘; = N (isto é, (M,N) é o
gradiente de uma fungao ¢)

Se por acaso vale que % = M(t,y)e g—ﬁ = N(t,y), entao consegui-

remos de fato, como veremos a seguir, obter y(¢) implicitamente. Na
maioria dos casos, no entanto, tal fato g—‘f = M(t,y) e g—z = N(t,y)

nao vai ocorrer.

A seguir vamos tentar descobrir quando que existe ¢ tal que M +
Ny =0 é equivalente a L¢(t,y(t)) = 0.

Teorema 1: Seja v: (a,b) X (¢,d) — R?, de classe C'. Entao
v(t,x) = (M(t,z), N(t,x)) é gradiente, isto é, 3 f(x,t) tq Vf = v,
f: R?> — R, se e somente se,

oM  ON
ox Ot

Demonstracao:

Suponha, que v seja do tipo gradiente v = Vf, entao como as
derivadas parciais mistas de f comutam, isto é,

2f  Of

oot otdx’




entao
oM 0 f B 0*f __ON
or  0zdt Otdx Ot
Fica assim demonstrado um dos lados da equivaléncia afirmada
pelo Teorema.
Suponha agora que

oM  ON
oxr  at’
ou seja que
oM _ON _
or Ot '

O teorema de Green (ver [SW]) afirma que se A é um aberto
contido em [a, b] X [¢, d] cujo bordo é uma curva diferenciavel fechada
sem autointersecao § = 0A (a fronteira de A), entao

oM  ON

A curva §(t), t € (a,b), tal que f(a) = B(b) é parametrizada no
sentido anti-horario.

Segue deste resultado que sob a hipdtese (%—Af — aa_z;/) = 0, entao
para todo zy € (a,b)x(c,d) fixo e z varidvel em (a, b) X (¢, d), a integral
de linha fv<M dt + Ndz) através de uma curva qualquer 7 contida
em (a,b) X (c,d) ligando zy a z, independe do caminho 7. Estamos
usando acima o fato que (a,b) X (¢, d) é simplesmente conexo, ou seja
que nao tem buracos (ver [SW] ou [Li2]).

Fixando um certo ponto zy € (a,b) X (¢, d), podemos definir assim
uma funcao f(z) através da integral de linha

f(z)= /Mdt—i—Ndx
ol

onde 7(t),t € (t1,t3) é uma curva qualquer contida em (a,b) X (¢, d)
e ligando os pontos zy = ¥(t1) e z = y(t2).

Vamos mostrar que tal f satisfaz Vf = (M, N) = v. O Teorema
segue entao da proxima proposicao.

Proposicao 2 : Seja I’ campo vetorial no plano, F' = (F, F}),
F,: BCR? = R, i = 1,2, definindo em aberto B conexo. Se a
integral f7 F' independe do caminho, entao

V(Z) = V(xl,l’g) = / Fldl’l + ngl’g

20

satisfaz



Demonstracao: Como a integral curvilinea, por hipétese, nao
depende do caminho, fica bem definido

z+tu z
V(z+tu) —V(z) = / Fidxy + Fydxy — / Fidxy + Fodxs
20 Z0
onde escrevemos apenas o ponto inicial e final dos caminhos (e nao
a curva particular que tomamos unindo os dois pontos). Denote
z = (z1,22) e u = (uy, uz).

Escolha agora o seguinte caminho que sera adequado para os nos-
sos propositos: de zg a z ligue por uma curva «, agora para ligar xg
a x + tu, use primeiro o mesmo caminho v de antes, e depois conecte
z a z + tu através de um caminho linear

z 4 su = (21 + suy, ro + sug), 0 < s <t

Logo

z+tu
V(z+tu) —V(z) = / Fidzy + Fodzy =

t
= / Fi(z1 + suy, wo + sug)uy + Fo(xy + suy, xo + Sus)usds
0
Agora, fazendo u = (1,0) = e;

OV . V(z+te)—V(z) [y Fi(z+s,29)1ds
— = lim =
0xy t—0 t t

Sabemos agora do Célculo a uma varidavel que dado t existe € €
(0,t) tal que

t
/ Fl(l'l + S,ZL‘Q)dS = tFl(ml + €7ZL'2).
0
Dividindo a ultima expressao por t, e tomando o limite quando ¢
tende a zero, obtemos

Fl(xl + g, .’,C‘Q)t
t

— Fl(l’l,l‘Q).

Send i
€110 aSS1m a—v
8x1

Para a demonstracao de que

oV
6—3:2 = F2(1’171132),

= Fl(ilfl,xz)-

basta proceder de maneira similar tomando acima u = (0, 1).



Com este ultimo lema, fica demonstrado o que afirmamos no te-
orema.

Exemplo 16: Dada a equagao t%y + (sen t)y3y’ = 0 serd que
existe ¢ tal que para toda solugao y(t) vale que

o(t,y(t)) =
Neste caso devemos perguntar se é valido
0 0
a—f:to e é)z—ysen t7

Ora, como neste caso M(t,y) =t*> e N(t,y) = y3sen t, entao

oM

N
— =1"# —— =y’ cost
3y 7&815 Y~ cos

entao, segue do teorema anterior que nao existe tal ¢ e assim
as solugoes y(t) nado podem ser obtidas implicitamente através de

o(t,y(t)) =

Vamos apresentar um critério préatico para obter a fungao ¢(t, ).
Lema 3: Suponha agora que M(t,y), N(t,y),t € (a,b),y €
(c,d), sdo tais que Vo = (M, N), entao pode-se explicitar ¢ como

ot y) = / Mt y)dt + / [N(t,y)— / %—A;dt}dy.

Demonstracao: Ora, a expressao M (t,y) = 8t’ determina por
integracao na varidvel ¢ a fungao ¢(t,y) a menos de uma funcao de y
apenas, isto é,

olt,y) = / M(ty)dt+h(y).  (7)
Como determinar h(y) ?

Derivando dos dois lados da tltima expressao em relagao a y ob-
temos
0

a_yd)(t’y) — %/M(t,y)dt + h/(y)

ou seja,

/Mtydt+h / 9 Mt y)dt+ B (y).

Integrando em relacao a y , obtemos

0= [Nay~ [ [ dway.



Finalmente, de (7) obtemos

o(t,y) I/M(ty)dﬂr/ [N(t,y)—/%—]\;dt} dy. (8)

fica assim demonstrado o lema.

Vamos mostrar um exemplo de como obter ¢(t, y) quando possivel.
Seja (M, N) = (3t* +y,t + y°). Note que a—M =1=2"

% = M = 3t*+y, entao existe h(y) tal que o(t,y) = t3+yt+h(y).

Devemos a seguir determinar quem é h(y)

Como N = 22

9 4y W(y) = W'(y) =y> = hly) =

1 .
- c
dy y

t+y* = N(ty) = 7
Logo, ¢(t,y) = t3 + yt + %y‘l +c.
O leitor pode testar agora que realmente tal ¢ satisfaz o que de-
sejamos.
Exemplo 17: Considere a equagao diferencial M + Ny' = (3y +
e') + (3t + cosy) % = 0.

Note que
oM . ON

— =3=—.
dy ot
Pelo ultimo Teorema, podemos afirmar que existe ¢ tal que Vo =
(M,N) e que portanto determina as solugoes y(t) implicitamente
através de o(t,y(t)) =
Isto porque derivando ¢(t,y(t)) = ¢ obtemos
dp  0¢ )
O=—+—=—y =M+ Ny.
at oy 4
Vamos determinar ¢ a seguir. Podemos usar a expressao (8) di-
retamente, mas ¢ mais pratico como veremos a seguir fazer o desen-
volvimento seguido no iltimo lema.
Se % = M = 3y + €', entao existe h(y) tal que ¢(t,y) = 3yt +
e’ + h(y).
Como obter h(y)?
Agora vamos derivar ¢(¢,y) em relagao a y.

Como N = 2%
9¢ : :
3t+cosy = N(t,y) = 3y 3t+h'(y) = h'(y) = cosy = h(y) = seny
Logo,

o(t,y) = 3yt + e’ + seny.



Fica assim determinado a ¢(t,y) = 3yt + e’ + seny, tal que toda
y(t) solugdo de (3y + ') + (3t + cosy) % = 0 pode ser, em principio,
obtido implicitamente como ¢(t, y(t)) = c.

Dada a condigao inicial y(1) = 2, temos entao que ¢(t,y(t)) =
3y(t)t + e + sen(y(t)) = ¢, deve determinar y(t) implicitamente.
Quem é ¢ neste caso? Ora, ¢ = 3y(1)1 +e' +sen(y(1)) =321+
e! + sen2, e assim determinamos c.

Logo a solugao y(t), com a condigao inicial y(1) = 2, é determi-
nada implicitamente por

3y(t) t+ e +sen(y(t)) = 6+ e +sen2.

No presente caso nao é facil encontrar y(t) implicitamente. Supo-
nha que desejamos encontrar o valor y(5).
Devemos entao resolver a equagao

3 y(5) 5+ e” +sen(y(5)) = 6 +e' +sen2,
ou seja encontrar y € R tal que
15 y + €° + seny = 6 + e + sen2.

Para encontrar a solugao y devemos utilizar algum pacote compu-
tacional, como por exemplo [MA|[MAT]|[MATL], obtendo assim uma
solugao aproximada y da equacao acima. Desta maneira podemos
obter o valor y(5) do problema acima colocado. Nao ha necessi-
dade de utilizar tais pacotes no momento, estamos apenas dando
uma indicacao ao leitor sobre como proceder para resolver tais tipos
de problemas.

Um caso em que a solugao y(t) pode ser obtida explicitamente é
o seguinte: y + (2y +t)y’ = 0.

E facil ver que neste caso o(t,y) = y* + ty, logo, y(t) pode ser
obtido implicitamente, em principio, por ¢ (¢, y(t)) = y(t)*+ty(t) = .

Supondo a condigao inicial y(1) = 2, obtemos, similarmente como
acima, que ¢ = 6.

Para encontrar y(t) a partir de ¢(t,y(t)) = y(t)? + ty(t) = 6,
ou seja y(t)? + ty(t) — 6 = 0, podemos usar a férmula de Bascara,

determinando
V224

y(t) 5
ou L JET
y(t) = i -

A escolha de uma das duas acima vai se fazer em funcao da
condi¢ao inicial. Quando t =1 temos y(1) = 2, e entao

V2 + 24
a 2

y(t)



¢ a solugao que buscavamos.

Definicao 7: Uma equacao diferencial ordinaria de primeira or-

dem que pode ser posta na forma M(t,y) + N(t,y)y = 0, em que
oM  ON
oy Ot

¢ denominada de equacao diferencial exata.

O resultado que demonstramos acima afirma que as equagoes di-
ferenciais exatas sao exatamente aquelas em que as todas as solucoes
y(t) podem ser obtidas implicitamente.

Nem todas as equagoes diferenciais ordindrias sdo exatas (ver
exemplo 16). Pode-se mostrar que a maioria das equagoes diferenci-
ais nao podem ser obtidas através de equagoes implicitas. Em outras
palavras, a maioria (ndo vamos aqui explicitar exatamente o que en-
tendemos por "maioria”’mas é possivel dar um sentido matematico
exato a tal conceito) das equagoes diferenciais ordinarias de primeira
ordem nao sao exatas. Este resultado que nao serd demonstrado aqui,
pois estd acima do escopo deste texto que pretende apresentar ape-
nas resultados elementares de equagoes diferenciais (ver [DL] para

referéncias).
O resultado acima nao significa que para a maioria das equagoes
. o . . ’ . . . / ~ .
diferenciais ordinérias de primeira ordem z = f(t,y) nao existem

solugoes y(t) , apenas afirma que ndo podemos muitas vezes expli-
citar analiticamente tais solucoes. Este fato vai justificar a teoria
desenvolvida em [DL][HS] onde se obtem varios resultados interes-
santes para equacoes diferenciais ordinarias mesmo que nao se possa
em alguns casos resolve-las.

Vamos apresentar agora alguns exemplos em que as equacgoes dife-
renciais ordinarias de primeira ordem que obteremos nao recaem em
nenhum dos casos anteriores. Para cada caso deveremos desenvolver
um método especial para resolver a equacao diferencial.

Uma maneira de tentar resolver equacoes diferenciais de primeira
ordem é o assim chamado método de mudanga de varidveis (ver
[Sw][Lil]). Algumas vezes para resolver z’(t) = f(x(t)) podemos nos
valer do fato que sabemos resolver uma outra equacgao y'(t) = g(y(t)).

Vamos explicar com mais detalhes: seja h(x) = y uma aplicacdo
diferenciavel bijetiva e tal que sua inversa também seja diferenciavel
(tal fungao é denominada difeomorfismo). Esta h vai fazer o papel de
uma mudanca de coordenadas da variavel x para a variavel y. Pela
regra da cadeia temos

v(0) = D at)a'(t)

e de x(t) = h™1(y(t)) obtemos
dn!
=&

'(t)

(y()y'(t).



Desejamos encontrar z(t) solucao de ' = f(x).

Dada a equagao 2/(t) = f(z), considere uma hipotética solucao
x(t). Se fizermos a mudanca de coordenadas y(t) = h(xz(t)) é possivel
que a nova equacao equivalente, dada por y’ = ¢g(y) nas coordenadas
y, seja tal que j& sdo conhecidas as solugdes y(t). Assim, através de
z(t) = h=(y(t)) obtemos a solugao z(t) desejada de ' = f(z).

A idéia é transformar toda informacao da equacao em x e x’ para
uma equacao apenas em y em ¥, e ai resolver a equagao (estamos
supondo que sabemos resolver o problema em y).

Em algumas situagoes podemos resolver equagoes diferenciais deste
modo como veremos a seguir. E necessario um exemplo para ilustrar
o que estamos dizendo.

Como exemplo, suponha que desejamos resolver

, T+a
r = —
3T

Considere a mudanga de coordenadas h(z) = z* = y.

Portanto, temos que y(t) e x(t) estio relacionados por y' = 3z%z’.
Ou seja, 7' = 5.
Ora como z3 = y, se z(t) for solugao de z’ =

y(t) = h(z(t)) (ou seja y(t) = x(t)?) satisfaz

z3+a
3z2

temos que

L_x,_:)s3+a_y+a
3z2 7 3x2  3p2 7

Isto é, y(t) satisfaz
y _yta
322 3z
Ou seja, se x(t) nao se anula, y(t) satisfaz y' = y + a.
Entao y(t) deve ser da forma y(t) = ce' —a conforme descobrimos
anteriormente quando analisamos a equagao ' = y + a.
Agora, a partir disto, utilizando x(t) = h=*(y(t)), podemos voltar
as coordenadas x através de v = y'/3 = h=(y), obtendo assim que a
__ z°+a

solucao z(t) de 2’ = %5* é dada por

z(t) = (ce' —a)'/* = ™} (y(1)).

Em geral, quando consideramos outras equacoes diferenciais da
forma 2’ = f(x), o problema que surge na aplicacdo do método
descrito acima advém do fato que nao temos uma boa maneira de
descobrir qual A vai colocar a equacao diferencial em z numa outra
na qual ja sabemos resolver numa nova coordenada y. Para sistemas

lineares em R™ existe no entanto um método que funciona bem e que
¢ analisado em [HS] e [S].

Vamos analisar agora outros exemplos distintos.
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Figura 1.5:

Exemplo 18: Espelho parabdlico.

Consideremos o problema de determinar a forma que deve ter um
espelho para que os raios emitidos por uma fonte luminosa pontual,
ao serem refletidos pelo espelho, saiam todos paralelos. Esta proprie-
dade é muito importante para que um sinal emitido possa ser captado
a grande distancia. Saindo paralelos, os raios nao se dispersam e ten-
dem a manter a intensidade do sinal.

Um raio de luz ao refletir, faz um angulo com a normal a superficie
que € igual ao angulo de incidéncia.

O raio incidente e o refletido determinam um plano. Considerando
o plano que passa por estes raios e sua intersecao com a superficie
do espelho podemos considerar que o problema esta num plano. Va-
mos mostrar que a curva determinada por esta intersegao deve ser
uma parabola (ver figura 1.5). Finalmente, podemos concluir que
a forma do espelho sera a superficie determinada pela revolucao de
uma parabola.

Vamos estudar a secao do espelho por este plano passando pela
fonte. Colocamos neste plano um sistema de coordenadas com a
origem na fonte e o eixo dos X paralelo aos raios refletidos (ver figura
1.6)

Desejamos encontrar y = y(z) cujo gréfico vai determinar a forma
(da curva secgao) do espelho mencionado acima (ver figura 6).

Da figura 1.6, observamos que

1)6; = 65 (lei da reflexdo)

2)0; = 03 (angulos que tém lados paralelos)
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Figura 1.6:

Denote 6 = 6, = 0, = 05.

0, = 65. Logo, o triangulo OPQ é iséceles e OP = OQ).
Mas OQ = /22 + y2.

Ainda,

d
tanf = tan 6, = &
dz

Olhando para o triangulo retangulo PQ R temos

tanf = tan 3 = J = Y

OQ+z z+4+12+y?

Dai segue que a curva y = y(x) é uma solugao da equagao diferencial

dy oy
dr x4+ /22 +y?

Vamos agora obter a solugao da equacao diferencial.
A funcao y
f (ZIZ’ ) y) = . a2
T+ T +y
é homogénea de grau 0, isto é, satisfaz f(tx,ty) = f(z,y) para qual-
quer t > 0. Como tal, a funcao de duas varidveis f na realidade
depende de uma s6 quantidade, y/x.

fla.y) = f(x-l,x- %) =f(1,%>,
(para t = z).

Para este tipo de equacao diferencial é, portanto, natural fazer a

substituicao z = y/z, ou seja z(z) = %z)



z

Y
x—i—\/a:2+y2 / (%) < ) 1+ V1422

Yy =2z, —y:z—l— dz'
dx dx

Substituindo na equacao vem
dz z —2zvV1+ 22
r—=— = ——
dr 1 +4++/1+ 22 1+ V14 22

Esta nova equacao é separavel:

1 1 dx
—t+ - |dz=— | —.
V1422 2 x
Existe apenas uma integral nao trivial na expressao acima e que

pode ser calculada por substituicao trigonométrica: z = tanr, dz =
sec?rdr, 1+ 2% =1+ tan?r = sec?r.

sec? rdr secrd
g =
Vv 1+ z2 tanrsecr tanr

fo,y) =

dr
= [ — = [ cscrdr = —In|cscr — cotr|
senr
2 1 1 2 2 22
Cos" 1= —F— = 5, sen'r =1—cos"r = ——,
sec’r 14z 142
1
COST = ———
V14 22
z
senr = ——
V14 22
V1422 cosr 1
csCr = ——, cotr = = —
z senr  z

z V1422 1 ra—
/Z\/1+Z2 ( z Z) ( )
In(vV1+422—-1) = —Inz+k=In"
x
Logo,

Vitz-o1=5

x
Multiplicando por z, e usando o fato que z = y/x obtemos

\/m:x+c



Logo, a curva y = y(z) que d& a forma ao espelho é uma pardbola
e a fonte luminosa ocupa o foco. Basta lembrar que a pardbola é
caracterizada pelo fato de que a distancia de um ponto da pardabola
ao foco 0 ¢ igual a distancia de P a reta z = —c.
Conclusao: O tnico espelho capaz de refletir os raios paralelos
é o parabdlico. Além disto, a unica posicao em que a fonte pode ser
colocada ¢é no foco do espelho.
Outro método de solucao da equacao diferencial sera descrito a
seguir.
Tomando
dy_ vy
dr g+ /22 + o2

e multiplicando o numerador e denominador por \/x? + y?2—z, obtém-

se
dy y(WVa*+y’—xz) JaP+y’ -z
dv — x24+9y2—22 Y '
Podemos reescrever como
dy

man e RN R R

Va2 +y? = 2+ ¢, logo 2% + y? = 2% + 2cx + %, portanto y? =
2cx + 2

Observacao 4: Esta segunda solucao é bem mais simples, mas a
1% segue um método mais geral: a substituigdo z = y/z transforma
qualquer equagao dy/dr = f(x,y), onde f é homogénea de grau 0,
em uma equacao separavel.

Exemplo 19: A Corda Suspensa - Catenaria

Queremos determinar a forma que toma uma corda flexivel sus-
pensa pelas extremidades, como na figura 1.7. Suponha um referen-
cial no plano da corda em que o eixo 7y é vertical e a origem ¢é colocada
no ponto mais baixo da corda.

Desejamos expressar o perfil da curva através do grafico de uma
fungao y(x) (ver figura 1.7).

Vamos considerar as forcas que atuam em um arco que tem uma
extremidade na origem. P+ Ty + T = 0 (equilibrio) onde P é o peso
do arco, T a tensao no ponto superior e Tj a tensao no ponto mais
baixo.

Seja s o comprimento deste arco. Seja A a densidade da corda.
Entao, |P| = g\s

|To| = |T'| cos 0

g\s = |P| = |T'|send

Dividindo, obtemos



y(x)

<€
T 0,0) x @P X

Figura 1.7:

A/|Tp| é uma constante (ndo depende da extremidade superior do
arco).
Indiquemos por a = A/|Tp|.

As ~ secAx

A 2
—S:secé’:\/1+tan2 =4/1+ @
Ax dz

Fazendo Az — 0, segue

ds dy 2
— =4/1 -] .
dx * (d )

Acima tinhamos as = dy/dz. Derivando outra vez,
d?y ds dy 2
- Jd _ 77 1 -7
a2 YT <dm ’

ou seja, a fun¢do y = y(x) que da a forma da corda satisfaz uma
equacao diferencial de 2* ordem. Esta equacao facilmente se reduz a
1% ordem, fazendo p = dy/dz.

d;
D ay/1+ p?.
dx
Esta é separavel, p
/7]9 = /adaz.
1+ p?

Esta integral se calcula por substituicao trigonométrica: p = tanr,
dp = sec? rdr



V1+p?=+V1+tan?r =secr

/ /sec rdr B
1+ p? secr
/secrdr—ln(secr—i-tanr n(p++/1+p?)

Segue dai, In(p + /1 + p?) = azx + c.
A constante ¢ pode ser determinada fazendo x = 0 e levando em
conta que da maneira que foi colocado o referencial temos

dy
0 = —
p(0) 0

Logo, In(p(0) + /14 [p(0)]?) =0+ ¢, logo, 0 =Inl =¢, ¢ = 0.

Logo, In(p + y/1 + p?) = ax e, tomando exponencial nos 2 lados,
p+/1+p? = e J/1+p? = e — p. Elevando ao quadrado,
1 +p2 — 62(1;10 _ 2pea:r: +p2

62&1 -1 et _ p—ax
p= = = senh ax.
2eax 2
Lembrando que p = dy/dx, dy/dz = senh azx.
Logo, y = 1/acosh ax — k. Determinamos a constante k, levando

em conta que y(0) =0, k =1/a

(0) = 0.

y(x) = —(cosh ax — 1) esta curva é denominada catendria
a

O parametro a vale a = \/|Ty| e depende da densidade da corda
e da tensao no ponto mais baixo.

Reescrevendo ay = cosh(az) — 1 vemos que fazendo a mudanca
de variaveis

&I
I

Q
=

|
Il

ay

qualquer catenéria ¢ dada pela mesma equacao iy = coshz — 1.
Conclusao: Considerando uma corda suspensa qualquer seu per-

fil é dado por um pedago do gréafico de uma curva de equacao y(z) =

cosh — 1, exceto por uma mudanca de escala, dada por

T = ax

y=ay
Exemplo 20: Suponha que o eixo dos y e a reta x = ¢ sao

as margens de um rio, cuja corrente tem velocidade uniforme a na
diregao negativa dos y (ver figura 1.8).
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Figura 1.8:

Um bote entra no rio no ponto (¢, 0) e navega sempre em dire¢ao
a origem, com velocidade b relativa a agua.

Como determinar a trajetéria do bote? Qual a relacao entre a e b
para que o bote atinja a origem? Estas perguntas serao respondidas
a seguir usando a teoria das equagoes diferenciais.

A velocidade do bote em relagao a um observador na margem,

tem componentes
dr dy
V= |—,—
dt’ dt

d
i —bcosd, d—i{ = —a + bsené.
Isto segue do fato que a velocidade v é o vetor que da a intensidade

da corrente (0, —a) com o vetor que dé intensidade da remada do
remador (—bcosf, bsen(f)).

dadas por

Como pela regra da cadeia, d(y(dﬁ(t)) = j—gflj—f, entao
dy
@ —a+t bsen®
d —bcosl '’

e portanto, usando relagoes trigonométricas a trajetéria do bote sa-

tisfaz
dy  a\/x?+y?+ by
bx ‘

dx



Note que nesta ultima equagao perdemos a informacao de t mas
nao a informacao do caminho seguido pelo bote (z,y(z)). O que
ganhamos com isto é que a equacao se simplificou desta forma.

Podemos resolver esta equagao pelo mesmo método utilizado no
exemplo do espelho parabdlico. Mostre que se a < b entao o bote
atinge a outra margem.

Vamos concluir esta secao relembrando o enunciado de teorema
sobre existéncia e unicidade de solucoes na reta real.

Teorema 4: Dado a funcao f(¢,y), f: A — R onde A é aberto
em R? e f ¢ de classe C! e (tp,y0) € A, entao existe € > 0 e uma
unica solugdo y(t) (para t em um certo intervalo (tg — €,tg + €)) da
equacao p

d_iZ = f (ta y)
com a condigao inicial y(ty) = yo.

Este afirma que localmente, em torno do ponto ¢, existe solugao
y(t). Muitas vezes a solucao vai existir para todo tempo t € R, mas
as vezes a solugao existe apenas para um intervalo em torno de tg
conforme pode ser comprovado no exemplo 9

Exercicios:

1) Encontre a solugao geral z(t) da equacao diferencial (explicita
quando possivel):

a) 3t?x + Ttx® + (63 + Ttz + 122%)2’ = 0

b) 1+ (1+tx)e™ + (1 + t%™)z’ =0

c) 2tsenx + x3e! + (? cos x + 3z%e’)z’ = 0

d) % + 2xe’ + (tx + 2e)a’ =0

2) Encontre a solucao z(t) da equagao diferencial (explicita quando
possivel) e que também satisfaca a condigao inicial:

a) 2tsenx + e’ + (t* cos x + 3x?e’ )z’ = 0,z(0) = 1

b) 3tz + x? + (3t + 2tx)z’ = 0,z(2) = 1

c) 2tz + 3tz = 0,2(1) =1

d) 1+ (1 +tx)e™ + (1 + %)’ = 0,2(1) = 1

3) Na equacao diferencial t + xe*® + ate?*z’ = 0, encontre a
constante a que torna a equacao diferencial exata e a seguir determine
a solugao geral.

4) Determine a(t) para que a equacao diferencial em z(t) dada
por a(t)z’ +t* 4+ x = 0, tenha u(t) = t como fator integrante.

5) Considere a equagao diferencial 2’ = x + 2? e a mudanca de
varidvel y = h(z) = 23. Escreva a equacgio diferencial na varidvel y.

6) Encontrar a solugao geral de

o) ()



7) A equagao diferencial de primeira ordem

®% + ax(t)y? + ar(t)y + ag(t) = 0
¢ chamada Equagao de Riccati, quando a(t), ay(t), az(t) sdo continuas
no intervalo I = (a, 3) e as(t) #0,V t € I.

a) Seja yi(t) uma solucdo particular de ®. Faga a mudanga de
variavel y = y; + 1/z para reduzir ® a uma equagao diferencial li-
near de 1* ordem em z. Conclua entao que se sabemos uma solugao
particular de ®, entao podemos calcular todas as solugoes de ®.

b) Mostre que a equagao de Riccati com coeficientes constantes

dy 2
—+ay"+by+c=0
at Y Y
tem solucao constante igual a m se, e somente se, m ¢é raiz real de
am? +bm + ¢ = 0.
c¢) Encontre, através do método descrito acima, a solugao geral de
dy

— 4+ y*—4=0.
at Y

1.5 Solugoes em séries de poténcias

Definigao 8: Dizemos que uma fungao f(x) é analitica na varidvel
x se existem numeros reais b,,n € N, tal que f pode ser expressa

como -
flz) = Z byz"
n=0

para todo .

Similarmente,

Definigao 9: Dizemos que uma fungao z(t) é analitica na varidvel
t numa vizinhanca de ¢, se ela pode ser expressa como

o
2(t) = an(t —to)"
n=0
para t nesta vizinhanca de t;.

Teorema 5: Seja f(x) analitica na varidvel x, entao x(t) solu¢ao
de ' = f(z), x(ty) = o, também ¢é analitica em certo intervalo

(to — ¢, to+¢), ¢ > 0.

A demonstragao do resultado acima foge ao escopo deste texto
(ver [S] para a demonstragao).

Para encontrar a solugao x(t) de uma equagao diferencial em que
f € analitica, basta manipular algebricamente os coeficientes para



tentar descobrir a expressao analitica da solu¢ao x(t). Vamos dar a
seguir um exemplo de como proceder:
Exemplo 21: Resolva a equacao x’ = 2tx por séries de poténcias.

Substituimos -
z(t) = Z a,t"
n=0

na equacao r’ = 2tx e obtemos
ay+2agt+3ast® +... = 2t(ag+art+agt’ +...) = 2apt+2a,t* +2ast® + ...

Igualando os coeficientes dos termos de t" (para todod n) dos dois
lados da igualdade obtemos que a; = 0 e ainda a seguinte relacao
entre os coeficientes: 2a, = 2ag, 3az = 2a1, 4a4 = 2as, das = 2as, ...
e assim por diante.

Concluimos assim que a,, = 0 para n impar e ainda que

a2 Qo a4y Qo

a2:a07a4:3:§7 = =

a6—§—§,

e assim por inducao obtemos que

—_

Ay —

(

I3

)!

para n par.
A solucao x(t) serd dada ent@ao por

t_1t2t4t6t8 e
Z’()—ao + +§+§+E+ = Qg€ .

Se supusermos uma condigao inicial z(ty) = by, iremos determinar
o valor ag acima e assim identificar z(t), solugao de z'(t) = tx, x(tg) =

Tp COMO
42 42 2 42
2(t) = bpe foe" = bye’ 10,

Nosso objetivo no que concerne a solucoes em série neste texto é
bem modesto. Referimos o leitor a [S] para resultados mais detalha-
dos sobre o assunto.

Exercicios:

1) Encontre a solugao geral y(t) de ' + %y = 0.
2) Encontre a solugao x(t) de 2’ =tz +t,2(0) = 2






I1. Equacgoes diferenciais de segunda ordem

I1.1 Introdugao

Neste capitulo vamos analisar equagoes diferenciais de segunda
ordem.

Definicao 1: A equacao geral de segunda ordem é dada por
d*y dy
—_— = t,y,— | .
d2

Exemplo 1: %¥ =5% 4 (ycost)? + t2

Exemplo 2: % = —y. Observe que y(t) = sent eQZ(t) = cost
sao solugoes da equacao diferencial de segunda ordem % = —y.
Note que a soma w(t) = z(t) + y(t) também é solucao desta
2
equacao diferencial fng = —y, pois se

w(t) = y(t) + 2(t) = sent + cost,

entao
d(y + =)
g cost — sent
e
Pw(t)  d?
Z;g ) _ ﬁ(g/ +z) = —sent — cost = —(sent + cost) = —w(t),

e assim, w é também solugao.

Concluimos entao que a condicao inicial y(ty) = v, ndo determina
a solugao y(t) de maneira tunica.

Note que z(t) e w(t) acima sao solugoes e satisfazem ambas a
condi¢do z(0) = w(0) = 1. No caso de equacoes diferenciais de
segunda ordem, diferentemente das equagoes de primeira ordem, pre-
cisaremos de duas condicdes iniciais y(ty) = o € ¥ (to) = y§ para
determinar de maneira tnica a solucao da equacgao diferencial.

A seguir apresentamos o resultado geral sobre existéncia e unici-
dade de solugoes de equacoes diferenciais de segunda ordem.

Teorema 0 - Teorema de Existencia e Unicidade: Dado a
funcao f(t,y,z) onde f: A — R, A é aberto em R3 e f é de classe
C' e (to,90,9) € A, entdo existe € > 0 e solugao tnica y(t) (para t
em um certo intervalo (ty — €,%y + €)) da equagao

d*y dy
- J t -7
= ( Y dt)



satisfazendo as condigdes iniciais y(to) = yo e ¥ (to) = 3.

Em alguns casos € ¢ infinito.

Este resultado segue do teorema de Existéncia e Unicidade para
equacoes ordindrias de primeira ordem em R? e nao sera demons-
trado aqui (ver [DL]).

Uma classe grande de exemplos de equacoes de segunda ordem
proveem da Lei de Newton: ”Forga é igual a massa vezes aceleracao”.

Mais precisamente, a lei de Newton afirma que dado um campo
de forcas F(z) , x € R, a solucdo z(t) do sistema mecanico (sujeito
a tal campo de forgas) com posic¢ao inicial z(tg) = o e velocidade
x' (ty) = x}, satisfaz F(z(t)) = ma ().

Esta equacao pode ser escrita na forma z” = % = f(z) e assim
determina uma equagao diferencial de segunda ordem.

Exemplo 3: Um corpo de massa m ¢ largado de uma altura hg
num tempo tg com velocidade vg. Descreva a posicao z(t) do corpo
sob a acao da forca constante da gravidade.

Vamos supor que x(t) vai descrever a altura em que se encontra o
corpo no tempo t. Vamos desprezar neste exemplo o efeito do atrito
com o ar quando o corpo cai.

Neste caso as condigoes iniciais sao:

x(tg) = ho (altura)
2'(tg) = vo(velocidade inicial quando se larga o corpo)

Pela Lei de Newton (forca é igual a massa vezes aceleragao), e
supondo que a forca que age sobre o corpo é constante e igual a —mg
(g é a constante de gravidade), a equagao que descreve o movimento
do corpo xz(t) é

dx?
e

d 2
d—g; = —m, ou seja / —ds = / —gds

integrando uma vez em relagao a ¢t obtemos

= —mg,

logo,

) —vo =2 (1) — 2'(te) = L + 7
t  to

Integrando mais uma vez em relacao a t, obtemos

() — ho = x(t) — z(to) = —gﬁ + (%0 o)t



Finalmente, concluimos que

w(t) = —%tz + (gto + vo)t + h.

Acreditamos que tenha ficado claro ao leitor no exemplo acima que
é necessario realmente numa equacao diferencial de segunda ordem
determinar a posicao z(ty) e também ' (ty). Note que se largarmos o
corpo na mesma altura Ay € no mesmo tempo ty mas com velocidade
0 ou com velocidade digamos positiva (ou seja o corpo estd subindo
quando é largado), a trajetéria x(t) descreverd distintos caminhos.

Mais tarde voltaremos a considerar novamente a lei de Newton e
outros campos de forga distintos do considerado acima (ver exemplo
20).

Outra classe de exemplos de equagoes diferenciais de segunda or-
dem provem da Geometria Diferencial. As geodésicas em superficies
resultam ser equagoes diferenciais de segunda ordem (ver [Cal). Na
maioria dos casos tais equagoes nao sao lineares.

Um caso importante de equagao diferencial ordinaria de segunda
ordem serd analisado a seguir.

Exercicios:

1) Mostre que z(t) = t* é solugao de z” — 0.5tx’ + z = 2 com as
condigoes iniciais z(1) =1 e 2/(1) = 2.

I1.2 Equacgoes Diferenciais Ordinarias Lineares de Segunda
Ordem Homogéneas

Definicao 2: As equacoes diferenciais da forma

d*y dy
— +p(t)— +q(t)y =0
T2 TRt +alt)y
sao denominadas de Equacoes Diferenciais Lineares de Segunda Or-
dem Homogéneas.
Vamos tentar determinar de maneira tnica as solugoes y(t) da
equacao

d?y dy
=2 gty =0
prE + p( )dt +q(t)y

com as condigoes iniciais

y(to) = yo e y'(to) = yo

Nosso objetivo a seguir sera mostrar que fixada a equacao ’%’ +
p(t) 2 + q(t)y = 0, a solugio geral y(t) é da forma y(t) = c1yi(t) +
coya(t), onde ¢q, ¢y sdo constantes reais e y;(t) e ya(t) sdo solugoes
fixadas (e que necessitamos determinar). As duas constantes c¢; e



c9, por sua vez, serao determinadas a partir das condicoes iniciais
_ / — 1
y(to) = yo e y'(to) = vo-

Teorema 1: Teorema de existéncia e unicidade: Se p(t) e

q(t) sdo continuas no intervalo (a, b), entao existe uma unica solugao

y(t) de

d?y dy
— t)— t)y =
e + ( )dt +q(t)y =0 (9)
com as condicoes iniciais
y(to) =y e y'(t) =y (10)

para todo ¢ no intervalo (a,b).

A classe de diferenciabilidade de y(t) é a mesma de p(t) e ¢(t), ou
seja, se p(t) e q(t) sao de classe C* entao y(t) também o é. Se p(t)
e q(t) sao de classe C*, k > 1 entao y(t) também o é.

Observacao 1: Note que z = 0 é sempre solucao da equagao
diferencial linear de segunda ordem (9). Isto segue do fato que a
derivada de uma funcao constante é nula, logo

"

z () 4+ p)z (t) + qt)x(t) = 0+ p(t)0 + ¢(t)0 = 0.

Observagao 2: A fungao z(t) = 0 é a tnica solucao de (9) tal
que z(tp) = 0,2 (o) = 0.

De fato, o teorema acima afirma que a solugao y(t) que satisfaga
ao mesmo tempo (9) e (10) é tnica, logo se z(t) é solucao de (9) e
ainda z(tg) = 0 2'(tg) = 0 entdao z = 0 (isto é, z(t) = 0,Vt € (a,b)).

Observagao 3: Note que a soma z(t) = ax(t) + by(t), onde
a,b € R e x(t) e y(t) sdo duas solugoes de (9) é também solucao de
(9) pois

2 pt) +q(t)z =

((azx”(t) + by " (1)) + p(t)(az’ (t) + by (1)) + q(t)(az(t) + by(t))) =
(«" +p(t)z" +q(t)x) + (4" +p()y +q(t)y) =040 =0.

Este fato segue da linearidade da operacao de derivar funcgoes e
do fato que o lado direito da equacdo (9) é linear em y , 3 e y'.
Este fato vai nos conduzir a seguir a considerar espacos vetoriais de
funcoes.

Referimos ao leitor a [KF] para definigoes mais precisas dentro da
teoria da andlise funcional e que coloca os resultados a serem descritos
a seguir em base matematica rigorosa. Nosso objetivo aqui é apenas
explicar a teoria das equagdes de uma maneira mais intuitiva (fazendo
um paralelo com a Algebra Linear) sem entrar em todos os detalhes
técnicos envolvidos.

Lembre que uma funcao é de classe C*° se ela pode ser derivada
infinitas vezes.



Definigao 3: Vamos considerar agora o espaco F = F(,3) das
fungodes y : (a,b) — R de classe C*, ou seja

F ={y: (a,b) — R |y de classe C*}.

Definicao 4: Um conjunto V' é um espaco vetorial sobre R se
¢ fechado para a soma de vetores em v € V e para produto com
escalares A\ € R. Em outras palavras, se vale para quaisquer Ai, Ay
reais e quaisquer vy, v, em V que Ajv; + Ayvy estd em V.

Se W C V é também um espaco vetorial dizemos que W é um
subespaco vetorial de V.

Note que V = F é um espaco vetorial sobre R. E possivel somar
funcoes em F e também multiplicar funcoes em F por ntimeros reais
(chamados de escalares). Este serd o principal exemplo de espago
vetorial que vamos considerar.

Vamos pensar que uma fungao (por exemplo, vy = cos(t) € F =V
ouvy=1t>€ F=1V)éum vetorem V = F.

Neste caso, por exemplo, se v; = cos(t) € F =V evy =13 € F =
V, entdo a combinagao linear 2v; + Tvg = 2cos(t) + 7t3 é também
uma funcao em F.

A funcao constante igual a zero é denotada por 0, e é o elemento
neutro para a operagao de soma no espaco vetorial F, isto é, 0 +y =
y=0+y.

Definicao 5: Seja W um espaco vetorial. Um subconjunto

{v1,v9, .., v, } €W

é dito lineramente independente se sempre que ai, as, ..., a, € R sao
tais que aiv1 + agvs + ...a,v, = 0, entao a; = 0,a, =0, ...a,, = 0. Um
conjunto de vetores que nao é linearmente independente é chamado
linearmente dependente.

Dizemos que W ¢é gerado pelo conjunto linearmente independente
{v1,v9,..,v,} € W, se para qualquer v € W existe ay,as, ..., a, tal
que

V= a1V + AUy + ...anUy.

Dizemos que W tem dimensao finita se existe um conjunto finito
{v1,v9,..,v,} € W que gera W. Neste caso, dizemos que W tem
dimensao n

Por exemplo, é facil ver que e’ e t? sdo linearmente independentes
em F. Isto porque, se vale para todo ¢t que aie! + ast® = 0, entao
sustituindo para os valores t = 1 e t = 2, obtemos aje! +asl =0 e
aje® + ay23 = 0. Estas duas equacoes implicam que a; = 0 e ay = 0.

Note que os espago vetorial W = {y € Fly(t) = cre'+cat®, 1,09 €
R} é um subespago vetorial de F. Os subespagos vetorias de F
que vamos considerar a seguir serdo sempre da forma W = {y €



Fly(t) = c1pn(t) + coya(t), c1,c2 € R}, onde y; e yo s@o linearmente
independentes. Nestes dois exemplos, temos que a dimensao de W é
2.

Podemos dizer, neste caso, que y; e y, geram tal W, e que portanto
W tem dimensao 2.

E importante destacar que F nao é, no entanto, um espaco de
dimensao finita.

Definigao 6: Uma transformagao linear (ou operador linear) T
definida sobre o espaco vetorial F,

T:F—=F

é uma funcao tal que T'(ay +bz) = aT (y) +bT(z), para todo a,b € R
ey, z e F.

Exemplo 4: A operacao de derivar é uma transformacao linear
a qual serd denotada por D,

D:F—-F

dy
= —.
YT
Isto é, D(y) = %.

Exemplo 5: A transformagao derivar duas vezes uma funcao,

d*y
&%t
também é linear pois é a composta de transformacoes lineares.

Exemplo 6: A transformacao identidade I : F — F tal que
I(y) = y é claramente linear.

Exemplo 7: Se ¢ é uma constante e T é transformacao linear
T :F — F, entao ¢I' também ¢ transformagao linear.

Exemplo 8: Seja h(t) € F, fixada, se T : F — F é operador
linear, entao seja h1' : F — F definido da seguinte maneira: se
T(y) = g entao hT(y) = z € F, onde z é a fungao tal que para todo
t vale que h(t)g(t) = z(t). E claro que hT (ou h(t)T) é tambem um
operador linear.

Observacao 4: Note que se T': F — F é transformacao linear,
entdo T'(0) = 0, isto porque T'(0) =T(y —y) =T(y) — T'(y) = 0.

Definicao 7: O Nicleo de um operador Linear T": F — F é o
conjunto

D o D(y)

N(T)={y € F|T(y) = 0}.

Observacao 5: O Nucleo de um operador T é sempre um su-
bespago vetorial de F. Isto porque pela linearidade de T', se y,z €
N(T),a,b € R, entao

T(ay+bz) =aT(y) +bT(2) =a0+b0 = 0.



Logo, ay + bz € N(T).

Como desejamos analisar a equacio diferencial 2" +p(t)z +q(t)z =
0, é natural analisar a transformacao linear L dada por L = D? +
p(t)D + q(t)I e que naturalmente é um operador linear. Note que
soma de operadores lineares é operador linear.

Se quisermos que as solugoes y(t) sejam de classe C*° basta assu-
mir que p(t) e q(t) seja de classe C°.

Note também que o nicleo do operador L que é dado por

N(L) ={y € F|L(y) = (D* + p(t)D + q(t)I)(y) = 0} =

{y e Fly'(t) +pt)y (t) + q(t)y(t) = 0},

¢ nada mais nada menos que o conjunto das solugoes de (9) que
desejamos determinar.

O ponto fundamental no desenvolvimento que segue é o seguinte:
vamos mostrar que o subespago vetorial W = N(L), que deseja-
mos determinar, serd da forma W = {y € Fly(t) = cuy(t) +
caya(t),c1,co € R}, onde y; e yo s@o solugoes linearmente indepen-
dentes de (9).

Por exemplo, no caso da equacgao diferencial linear de segunda
ordem .
t_Qy = 07
é facil ver que y(t) = t* e y(t) = 1/t sdo solugdes linearmente inde-
pendentes e portanto (seguird do que vamos mostrar a seguir) que

y/l _

W =N(L) = {y € Fly(t) = c1t® + c21/t, c1,¢c0 € R}.

Podemos tomar, neste caso, F = {y(t)|t € (0,00) = (a,b)}, pois
o dominio natural de ¢(t) ¢ ¢t € (a,b) = (0,00), pois % nao estd
definido para t = 0. Podemos tomar, também, altenativamente, F =
{y(t)‘t = (_0070) = (a>b)}

Fica assim, neste caso, determinada a solugao geral de

7 2

_t_Qyzou

ou seja, o conjunto das solucoes de y” — t%y =0.

Observacao 6: Note que a razao para considerar o espaco F das
funcoes C™ e nao apenas as funcoes de classe C? é a seguinte: uma
funcao f de classe C? mas que nao é de classe C*, é tal que quando
aplicamos L a f obtemos L(f) = g e a fungdo ¢ ji nao esta mais no
dominio de T.

Para definir o operador T' de maneira que a imagem T'(F) esteja
contida no contra-dominio F, basta assumir que p(t) e ¢(t) sdo de



classe C* (produto de fungoes de classe C* ¢ de classe C*°.). Resul-
tard disto que as solugoes y(t) serdo de classe C*. A teoria geral que
vamos apresentar a seguir, na maioria dos casos, nao necessita fazer
esta hipé6tese tao restritiva de que p(t), ¢(t) sdo de classe C* (o leitor
interessado podera saber mais sobre isto lendo [DL|[So], embora tal
nao seja necessario para o que segue).

Exemplo 9: Um exemplo de uma equagao diferencial nao linear
6y —5y? —cost(cosy)® = 0.

Proposigao 2: Sejam 1, y» solucdes de " () +p(t)y +q(t)y(t) =
0, no intervalo (a,b) e tal que existe ¢y € (a,b)

y1(to) ya(to) — v1(to) y2(to) # 0 (11)
Entdo toda solugao de y" () + p(t)y" + q(t)y(t) = 0 se escreve como
y(t) = aapi(t) + cope(t), c,c2 €R, Vi€ (a,b)

O espago F das funcoes C'* tem dimensao infinita, isto é, nao
existe um conjunto finito de fungdes y; € F, 1 € {1,2,...,n} tal que
para toda y € F, existe ¢; € R, € {1,2,...,n} tal que f = > " | ciy;.

Note que a afirmacao do teorema acima é que N(L) tem dimensao
2, isto é, que se existem y; e yy tais que satisfazem no ponto t

y1(to) Yy (to) — y1(to) y2(to) # 0

entdo para toda y € N(L) existe ¢; € R e ¢ € R tal que y =
C1Y1 + CaYa.

Neste caso dizemos que y; e yo geram o subsespgo vetorial N(L).

Demonstracao: Sob as hipéteses da Proposicao dado y € L sera
que existe ¢y, ca, Y(t) = c1y1 + Cayo?

Vamos inicialmente tentar saber se apenas no ponto ty, podemos
resolver a equagao

{ y(to) = cryi(to) + caya(to)
y'(to) = c1yy(to) + cays(to)

Ora, det (y1(to)y2(to)y: (to)ys(to) = (y1yh—y2y7)(to) # 0 por hipdtese,

logo, ¢y, co solucoes do sistema linear acima no ponto tg.

Seja ¢(t) = c1y1(t) + caya(t), Vt € (a,b).

Serd que ¢(t) = y(t)?

Ora, ¢(t) é solucao de (9), pois é combinagao linear de solucoes
de (9) (ver observagao 3).

Ainda, é(to) = y(to) e ¢ (to) = y (to), logo concluimos pela unici-
dade da solugao no Teorema 1 que ¢(t) = y(t).

Fica assim demonstrada a proposicao.



Uma pergunta natural é se existem fungoes y; e yz solugoes de (9)
tal que 1 (£).4a(t) — v (1).4(t) 0, Vt € (a,b)?

Sejam y; e yy solugoes de (9) que satisfagam respectivamente as
condicoes

yi1(to) = 1, y1(to) = —1

Y2(to) = 0, ys(to) =1

Tais solucoes y; e yo existem pelo Teorema 1.
E claro que

y1(to)ys(to) — y2(to)yy(to) = 1+ 0 # 0.

Logo, concluimos que de fato existem y; e ys que satisfazem em
um ponto ty a hipétese da Proposigao 2 e portanto geram N (L).
Vamos mostrar a seguir que o fato que para algum ¢,

Y1 (to)ya(to) — ya(to)yy (to) #0

implica que

y1(t)ya(t) = y2(t)yr (t) # 0, Vi € (a,b).
Antes vamos necessitar de algumas definigoes.

Definigao 8: y(t) e y2(t) é denominado conjunto fundamental
de solugoes de (9) se y1, yo geram o espago de solugoes de Yy +
p(t)y + q(t)y = 0, isto é, se para todo y € N(L) existem c;, ¢, tal
que y = c1Y1 + C2Y2.

Uma descricao pictoérica do conjunto N gL) e dos vetores y1,ys €
y = c1y1 + c2yo aparece na Figura 1.9. E claro que F nao pode
ser representado como o espago tri-dimensional (pois tem dimensao
infinita) como sugere a Figura 7, mas esta imagem ajuda a fazer uma
analogia com o que conhecemos da Geometria Analitica e Algebra
Linear.

Gostariamos de obter um critério efetivo para saber se duas solugoes
de y; e yp determinam um conjunto fundamental de solucgoes. Isto
serd, descrito a seguir.

Definigao 9: Dados y(t) e ya(t), entdo o wronskiano, denotado
por w(t) = w(yi(t),y2(t)), é por definigao

w(t) = yi()ya(t) — i (O)ya(t)-

A Proposicao 2 acima mostra que se w(tg) # 0 para certo ty =

Y1, Y2 € o conjunto fundamental de solugoes.
Por exemplo, w(t) = 12t — ;3 2t é ndo nulo para y,(t) = 1/t ¢
yo(t) = t2, que sao duas solugoes de y” — % = 0.



Ll(g) =N(L) +vy

F

Figura 1.9:

Exemplo 10: Calcule w(e, e%):

yi(t) = e yi(t) = ae™
ya(t) = € yh(t) = be”

(b—a)e ™™ L0, seb#a

- ylyé . y2y£ _ be(a+b)t . ae(a+b)t _

Exemplo 11: Calcule w(e, te®):

1
Yo (t) = te
yly; - yllyg — cte®t 4 %t _ et = 2t 40

Exemplo 12: Calcule w(cos(wt),sen(wt)):
y1(t) = coswt
y2(t) = senwt
Y1s — Yoy = w(coswt)? 4+ w(senwt)? = w # 0.

Teorema 3: Seja y; ¢ i, tais que sejam solucdes de y” + 3/ p(t) +
q(t)y = 0, t em (a,b), vamos mostrar que w(y;(t),y=(t)) = w(t) é
solugao de w' + p(t)w = 0.



Demonstragao: De fato, se y; e y, sdo solucdes de y* 43/ p(t) +
q(t)y = 0, entao

w(t) = w(yi(t), y2(1)) = ya(D)ya(t) — v ()y2(t),

logo,
w' = yhyh + 1Y — Yivh — Y1 Y2 = Uil — Yy Y-
Como
Yy = —yhp(t) — y2q(1)
vy = —yip(t) — yig(t)
entao

w' = —yoyp(t) — yaurq(t) + y2y10(t) + y2y1q(t) =

= p(t) (vt — yan) = —p(t)w.
Portanto w(t) satisfaz w’ + p(t)w = 0.

Observagao 7: A partir do capitulo 1 sabemos que se w(t) sa-
tisfaz w’ + p(t)w = 0, entao

w(t) = wlty)e” Jiy P(s)ds

Sendo assim, se existe to, w(ty) # 0= w(t) #0, Vt € (a,b), pois a
funcao exponencial nunca se anula.

Ainda, se existe tg, w(ty) = 0= w(t) =0, Vt € (a,b).

Proposicao 4: Sejam yi, y2 solugoes de (9) tal que em algum
ponto to vale w(ty) = 0. Entao {yi, y2} é um conjunto linearmente
dependente, isto é, existe uma constante real r tal que y; = ry, ou
tal que yo = ry;.

Demonstragao:

Ora,

w(to) = 0= det (y1(to)ya(to)ys (to)ys(te) = 0,

logo a matriz é nao inversivel, = 3¢y, o, nao todos nulos tais que
ai(to) + caya(to) =0

cayy (to) + c2ys(to) = 0

Considere ¢ € F tal que para todo t, ¢(t) = c1y1(t) + caya(t) =
¢(tg) = 0, ¢'(to) = 0.

Sendo assim, ¢(t) = 0,Vt € (a,b), pois ¢ é solucao de (9) por ser
combinagao linear de solugdes de (9).

Sem perda de generalidade podemos supor que ¢; # 0.

Logo, c1y1(t) + cay2(t) = 0, Vt, implica que

Y1 = —z—fyg = Y1, Yo sao linearmente dependentes.



Observagao 8: Se y; e y, nao sao solugdes da mesma equagao
diferencial linear de segunda ordem homogénea, pode ser que eles
sejam linearmente independentes mas que w(yi,y2) = 0.

Vamos mostrar no caso geral como obter uma solugao y(t) de (9)
a partir de outra solugao y;(t) de (9).
Proposicao 5: Seja y;(t) que nunca se anula e solugao de

y +p(t)y +q(t)y =0,

entao outra solugao y»(t) pode ser encontrada resolvendo a equagao
de primeira ordem linear nao homogénea y, + p1(t)ys = ¢i(t), onde
_ % _ ke~ Jp@)at
m(t) = o ¢ (t) = e
Demonstracao: A demonstracao segue de imediato do fato que
dado y(t), se buscamos y,(t) outra solucao, entdo w(yi,y2)(t) =
w(t) = yly; — y’lyg, é tal que w(t) (pelo Teorema 3) vai satisfazer
w' = p(t)w e, portanto ser da forma w(t) = ke~ I p(t)dt,

Segue entao a igualdade
yly; - yllyg — ke~ JpD)dt

Dividindo a expressdao acima por y;(t) (ja conhecido) obtemos a
conclusao desejada.

Como ja sabemos resolver equagoes de primeira ordem do tipo
acima, obtivemos assim um método para obter uma segunda solugao
Yo da edo linear de segunda ordem a partir de uma primeira solucao
y1 da edo linear de segunda ordem. O problema, no caso geral, é
sempre encontrar uma primeira solucao y; da edo linear de segunda
ordem para comecar.

Um exemplo simples é o seguinte: sabendo que y; (t) = 2 é solugao
de y”—f—g =0, temos que p(t) = 0eq(t) = —t% na proposicao 5 acima.

Devemos entao encontrar y, que é solugao da edo de primeira
ordem y4 + p1(t)y2 = qi(t), ou seja, que satisfaca yy + Hy, = et;?o
Usando o fator integrante u(t) = t* nesta tltima equagao obtemos
facilmente ys(t) = 1/t.

Obtemos assim o par de solugdes t* e 1/t para a equacao y" — ¥ =

N

0.

Um outro exemplo de uso da proposigao 5 ¢ o seguinte: considere
"+ 32" = 0. E facil ver que z1(t) = ¢, onde ¢ é constante, é solugao.
Temos assim uma solugao. Desejamos agora encontrar outra solugao
xo(t). A partir do que foi visto acima obtemos a equagao

w(t) = 2wy — 2hry = 03y — 297 = €77,

Deduzimos daf que xo(t) = e3¢,
Podemos escolher ¢ = 1.



Portanto a solucdo geral é al + be3', onde a,b € R.
Vamos considerar agora uma generalizacao da equacao acima.

Considere a equacao

a(t)z"(t) + b(t)2'(t) = 0.

Note que
log2'(t) ' a(t)
a7 b
e assim, . (5
, , a(s
log(2'(t)) — log(2'(ty)) = — /to mds.
Dai segue

t a(s)
7' (t) = @' (tg)e Jro 20 ®

e, finalmente,

t l a(s)
z(t) = z(tg) + 2'(to) / e Jw 59 %]
to
Vamos considerar agora o caso particular de equacgoes diferenciais
lineares de segunda ordem com coeficientes constantes.
Definicao 10: A equacao diferencial

y' +ay +by =0,

onde a, b sao constantes é denominada de equagao diferencial linear
de segunda ordem homogénea com coeficientes constantes. Neste caso
vamos considerar F = F(_ o0)-

Exemplo 13: A equacao diferencial 2y + 5y’ 4+ 8y = 0, ou equi-
valentemente y" + gy/ + 4y = 0 é uma equacao diferencial linear de
segunda ordem homogénea com coeficientes constantes.

Conforme vimos antes, L = D* + aD + bl é o operador linear em
F, o qual desejamos neste caso (coeficientes constantes) descobrir
quem é N(L). Mais precisamente, desejamos saber explicitamente
quem sao as fungdes y; e ya que sao os geradores de N(L). Isto serd
feito a seguir.

Considere primeiro o poliomio A% + a\ + b.

Denomine c e d as raizes de A2 + a\ + b = 0.

Sendo assim, A2 +a\+b= (A —c)A—d) =X — (c+d)\+cd

Neste caso, a = —(c+d) e b = cd.

Definicdo 11: Dada a equacao diferencial vy + ay + by, deno-
minamos o polindémio p(A) = A? 4+ aX + b de polinémio caracteristico
associado a equacao diferencial y* + ay + by = 0.

A seguir vamos ver que tal polinomio vai ser muito util para de-
terminar um conjunto de solugoes y; e Yo que geram o conjunto de
solucoes de v +ay +by =0



Note que o polindomio caracteristico é definido apenas para a
equacao diferencial linear de segunda ordem homogénea com coe-
ficientes constantes.

Suponha para simplificar inicialmente que as raizes do polinomio
caracteristico p(A) = 0 sejam reais.

Ora, usando a notacao de operadores lineares e considerando y €

f’
(D —cl)o (D —dl)(y) = (D = cI)(Dy) = (D — cl)(dy) =

= D*(y) — ¢D(y) — dD(y) + cdy
=(D* = (c+d)D + cdl)(y) =
= (D? 4+ aD + bI)(y).

(estamos usando acima o fato que —(c +d) = a, cd = b).
Note que para todo y € F, vale que (D —¢l)o (D —dI)(y) =
L(y) = (D —dI) o (D — cI)(y) pois

(D —dl)o (D —cl)(y) = (D —dl)(Dy) — (D — dl)(cy) =

= D*(y) — dD(y) — c¢D(y) + dcy =
= (D*— (c+d)D +cdl)(y) =
= (D* —aD +bl)(y).

(estamos usando acima o fato que —(c+d) = a, cd = b).
Considere y; solugao de (D — cI)(y1) = 0 e ya solugdo de (D —
dI)(y2) = 0. E facil ver que tais y; e y2 sao solugoes da equagao

0= L(y) = (D* —aD + bI)(y) =
(D—cl)o(D—dI)(y)=(D—dIl)o (D —cl)(y).

De fato, se (D — dI)(y2) = 0, entdo L(y2) = (D —¢l) o (D —
d1)(y2) = (D — eI)(0) = 0.

Ainda, se (D—cI)(y1) = 0, entdo L(y,) = (D—dI)o(D—cI)(y1) =
(D —dI)(0) = 0.

Segue da secao 7 que ja sabemos resolver tais equacgoes, pois

ct

(D —cl)(y) =0 éequivalente & ¢y —cy=0= y;(t) = e,

(D —dI)(y) =0 éequivalente & 3" —dy = 0= y(t) = .

Logo, no caso em que o polinomio caracateristico tenha duas raizes
distintas reais ¢, d , entdo e, y, = e é um conjunto fundamental de
solugoes da edo linear de segunda ordem com coeficientes constantes,

pois como vimos no Exemplo 10 temos w(e, e®) # 0 se ¢ # d



Importante: Sendo assim, se ¢ # d sao as raizes reais do po-
linémio caracteristico A2 +aX+b = 0 associado & equacao diferencial
y' 4+ ay + by = 0, entao a solucdo geral y de y" + ay + by = 0, se
escreve como y(t) = cre + coe®, onde ¢y e ¢y s@o constantes reais.

Este é o primeiro caso a ser considerado. Posteriormente, vamos
analisar o caso de equacdo diferenciais ¥y + ay’ + by = 0 que determi-
nam raizes reais iguais (para o polinomio caracteristico p(A)) e ainda
o caso de raizes complexas (para o polinémio caracteristico).

Exemplo 14: Calcule a solucao de dt2 Y+ 4dy 2y = 0, com as
condigbes iniciais y(0) = 1,4/(0) = 2.

Ora, o polinorio caracteristico A2+4\—2 tem rafzes \> +4\—2 =
0= \ — 4i\gm 4i2\/_ 2:|:\/_

Logo, como as raizes sao reais distintas, um conjunto de solucoes
é dado por y; = e(=2+VO), Yo = e(727V0)1

A solucao geral é portanto y(t) = ¢y e "2V 4 ¢, o(-2-V0)

Calculando a derivada obtemos y/(t) = (=2 + /6)¢; el~2FV0 4
(=2 — V/6)cy e-2-V0)

Vamos agora introduzir as condicoes iniciais

y(0) =1,'(0) =2

Teremos que resolver entao o sistema

1= y(0) = ¢; 200 1 ¢, e(~2-V6)0

2 =1/(0) = (=2 + \/6)01 e(—2+V6)0 +(—2— \/6)02 6(_2_\/6)0,

ou seja,

(12— (e(—2+\/6)0€(— 0(=2 + /6)el2HVB0(_g _ \/g)e(—2—\/6)9 (c10),
para encontrar o valor das incégnitas c; e ¢y, e assim determinar
y(t) = ¢ eHHVO L ¢, o(-2-VO)
A partir da equacao
1= y(0) = ¢1 e2HYO0 ¢, ((-2V0)0,

obtemos
cgt+te=1=c=1-—c.

Segue da equacao
2 =1/(0) = (=2 + V6)c;, 2V 4 (22— \/B) ey e 72VON0

que

(=24 V6)ey + (=2 — V6)ep = 2.

Usando o fato que ¢; = 1 — ¢5, obtemos

—24+ V64 2¢5 — V63 — 265 — 6y = 2



ou seja que
4—v6 4v6-6 3-2V6
—2V6co =4 —V6=cy = = = :
V6 ey V6 = ¢y W 0 5
O valor ¢ pode entao ser finalmente obtido

3—2v6 3+2V6
6 6

01:1—02:1—

A solugao y(t) é portanto dada por

3+2\/_ —24/6)t _2\/6 (—2-V6)t
y(t) = —5— —5 ¢

Se ¢ = d sao as raizes reais do polinomio caracteristico, determi-
namos apenas uma solucao y; = 7, = e. Necessitamos achar uma
outra solugao que junto com esta gere o espago N(L). Isto sera feito
a seguir.

Note que neste caso (A — ¢)(A —¢) = A2 + a) + b e assim temos
que a =—2ceb=c%

Lembre a proposicao 5 que considera uma equacao linear de se-
gunda ordem

y +p)y +at)y =0,
em que conhecemos uma solugao y; mostra como obter outra solugao

Y resolvendo y, +p1(t)y2 = qi(t), onde p; (t) = y1 eq(t) = #

Vamos aplicar o resultado acima ao caso de equacao diferencial
com coeficientes constantes em que p(t) = a, ¢(t) = b e ¢ = d acima
sao reais.

Para encontrar outra solucdo y»(t) de (9) vamos usar o fato que
se y1(t) = e (que nunca se anula) e yg( ) (a ser determinada) sao
soluces de 4" + ay’ + by = 0, entdo se w(t) = w(yy,y2)(t), vale que
w(t) satisfaz a equagao w' + p(t)w = 0.

Note que neste caso

w(t) = ke PO = | =t

Seja y; = e a solucao inicialmente encontrada e yo outra solucao

procurada tal que w(t) nao é nula para algum valor ¢ = t,.
Ora,

Yy — Yiys = w(t) = ke [P

ou seja

pois y1 (1) = e # 0,Vt € R, logo v, satisfaz a equacdo y, + py1(t)y, =

q(t).



Esta equacio y, + p1(t)y2 = qi(t) é linear em s, e pode ser re-
solvida como vimos antes quando analisamos as equacao lineares de
primeira ordem nao homogéneas na secao 1.2.

Para resolver a equagao acima devemos encontrar o fator inte-
grante u(t) que deve satisfazer

u'(t) = —u(t)e = u(t) = e
Obtemos assim a equacao equivalente,
e—tcy’2 _ e_tccyg _ ke—fp(t)dte—ct7
mas como p(t) = a = —2¢, obtemos

! _—tc

—tc 2tc —2tc
Ype “—ce Cyy=ke e =k,

e neste caso obtemos a equacao
(e ) =k,
podemos supor agora sem perda de generalidade que k = 1, logo,
(e "y2) =1,
integrando em relacao a t
ey =t+c
tomando ¢=0, obtemos finalmente
yo(t) = te'.

Concluimos portanto que ys(t) = t e'* deve também ser solugao da
equacio y 4ay +by = 0, quando o polinémio caracteristico A\>+aA+b
tem raiz dupla real igual a c, isto é quando A2 +aX + b= (A — ¢)?.

Vamos checar se tal fungao y, é realmente solu¢ao. Ora, y/(t) =
el + cte'®, portanto

"

y (t) =ce +ce'+ Pte' = (2c + Pt)e’,
logo
y (1) — 2y (t) + Py(t) = (2¢ + Pt)e'® — (2c + 26%t)el + Ptete = 0.

Portanto, de fato yo(t) = t €' é solugao da equagao (9).

Conforme o exemplo 11 as fungoes yi(t) = e® e yp = te® tem
wronskiano nao nulo. Como elas sdo solucoes de y  + ay + by = 0,
y1 e yo acima definidos geram neste caso (c=d) o subespago vetorial

N(L).



Importante: Em resumo, se ¢ = d sao as raizes reais do po-
linémio caracteristico A2 +aX+b = 0 associado & equacao diferencial
y" 4+ ay + by = 0, entao a solucdo geral y de y" + ay + by = 0, se
escreve como y(t) = cre® + cot e onde ¢y e ¢y sao constantes reais.

Exemplo 15: Encontre a solucéo e 3y + 4y + 4y = 0, com as
condicdes iniciais y(0) = 1, ¥ (0) = 3.

As raizes do polinomio caracteristico sao ¢ = d = —2, logo a
solugao geral ¢é

y(t) = cre™® + cot e .

As constantes ¢; e ¢y sao finalmente determinadas a partir das
equacoes y(0) = 1 e ' (0) = 3 obtendo assim ¢; = 1 e ¢, = 5.

Concluimos finalmente que a solucao desejada é

y(t) = e " + Ste .

Vamos fazer agora um pequeno resumo do que foi visto até agora.
Suponha que o polinomio caracteristico A24+aX+b = 0 da equacao
Y +ay + by = 0 tem raizes reais ¢ e d, isto é

A=—c)A=d) = N +a\+b=0
entao no caso em que
c#d=y(t) =c e+ cye
determina a solucao geral, e no caso em que
c=d=y(t) =cie+cyte’

determina a solucao geral.
Resta ainda o caso em que as raizes sao complexas

c,de C, c=r+si, d=r— si.

As raizes ¢, d devem ser conjugadas pois se ¢>+ac+b = 0, tomando
o conjugado em ambos os lados, obtemos 0 = 0 = c2 +ac + b = &% +
ac+b, e como a, b sio reais, obtemos 0 = 2 +ac+b e assim finalmente
concluimos que ¢ também ¢é raiz do polindmio com coeficientes reais
A2 +al+b=0.

Afirmamos que neste caso a solucao geral de 3y + ay’ + by =0 é

y(t) = c1 e cos(st) + coe'sen(st)

Este resultado estd demonstrado em [DL] ou [HS].

Importante: Em resumo, se ¢ = r + si e d = r — st sao as
raizes reais do polindmio caracteristico A\ + a\ + b = 0 associado
& equacao diferencial ¥y + ay’ + by = 0, entdo a solucao geral y de



y' +ay +by =0, se escreve como y(t) = c; €' cos(st) +cy e tsen(st)
onde ¢; e ¢y sao constantes reais.

Desta maneira todos os possiveis casos envolvendo equagao dife-
rencial ¥ + ay + by = 0, onde a e b sdo constantes foram tratados.
Quando os coeficientes da equacao diferencial linear de segunda or-
dem sao nao constantes existem varios casos particulares em que se
consegue explicitar a solugao geral. Nao existem, no entanto, resul-
tados gerais explicitos (como no caso em que a e b sdo constantes).

Exemplo 16: Encontre a solucao geral de
y 42y +4y = 0.
Ora, o polinémio caracteristico neste caso é

24+ A—16 —2+72i
: 6_ Z\/gz—lzti\/g,

MN422A+4=0= )= 5

portanto a solucao geral é
y(t) = ¢y et cos V3t + ¢y e tsenV/3 1.

Exemplo 17: Vamos agora resolver a equacao acima com as
condicdes iniciais y(1) = 2, y' (1) = 4.
Note que

n (t) = —c1 e ' cos V3t —c e 'V3senV3t—
Co e 'senv/3t + cy e /3 cos V3t

Basta resolver em ¢; e ¢y o sistema linear
2=1y(1) =c e tcos V3 + ¢y e seny/3

4 = yl(l) =—C e !cos \/§ —C e’l\/gsen\/g—i—
Co e 'senv/3 + ey e /3 cos V3

e substituir ¢; e ¢o em
y(t) = c1e " cos V3t + o e tsenV/3 L.

Exercicios:

1) Considere o operador diferencial L de segunda ordem tal que
L(z) = 2" — 3ta’ + 3z. Calcule as fungoes L(e?!), L(cost) e L(3e* +
5cost).

2) Mostre que z1(t) = v/t e z5(t) = 1 sdo solugdes da equagio
diferencial 2¢2x” + 3tz’ — z = 0 no intervalo ¢ € (0, 00).

Calcule a seguir o wronskiano w(t) de z; e z.

O que acontece com w(t) quando t — 007



Mostre que x; e x5 formam um conjunto fundamental de solugoes
da equagao diferencial no intervalo t € (0, 00).

Encontre a solu¢ao da equagao diferencial que satisfaz x(1) =
2,2/(1) = 1.

3) Calcule o wronskiano de

a) sen(at) e cos(at).

b) e e cos(at)

4) Mostre que z(t) = t* nao ¢ solugao de z” + p(t)x’ + q(t)z = 0
se as fungoes p(t) e ¢(t) sd@o continuas em ¢ = 0.

5) Seja z1(t) = t|t] e zo(t) = t2

Mostre que 1 e x5 sao linearmente dependentes no intervalo 0 <
t <1

Mostre a seguir que x; e x5 sao linearmente independentes no
intervalo —1 <t¢ < 1.

Mostre que o wronskiano de x; e x5 é nulo para todo t.

Mostre que x1 e x9 nao sao solugoes da equacao diferencial z” +
p(t)z’+q(t)x = 0 no intervalo —1 < ¢ < 1, se p(t) e ¢(t) sdo continuos
neste intervalo.

6) Suponha que o wronskiano de qualquer duas solugoes de z” +
p(t)x’ + q(t)x = 0 é constante, mostre que p(t) = 0 para todo ¢.

7) Mostre que se 1 e x5 se anulam no mesmo ponto t; no intervalo
(a,b), entao elas nao formam um conjunto fundamental de solugdes
de 2" + p(t)z’ + q(t)x = 0 neste intervalo.

8) Mostre que se x; e x9 atingem um méaximo no mesmo ponto t;
no intervalo (a,b), entdo elas ndo formam um conjunto fundamental
de solugoes de z” + p(t)z’ + q(t)z = 0 neste intervalo.

9) Mostre que se 1 e T3 sdo um conjunto fundamental de solugoes
de 2" + p(t)x’ + ¢(t)z = 0 no intervalo (a,b) entdo nao pode existir
t1 € (a,b) tal que | (t;) = 0 = x4(t1), a menos que p(t1) = 0 = q(t).

10) Mostre que se x; e x5 formam um conjunto fundamental de
solugoes de z” + p(t)a’ + q(t)z = 0 no intervalo t € (—o0, 00), entao
existe um e apenas um zero de x; entre dois zeros consecutivos de .

11) Encontre a solugao geral z(t) de

a) 62" — T’ +x =0

b) 2" — 32"+ 2 =0

12) Encontre a solugao x(t) da equagao diferencial com as respec-
tivas condigoes iniciais

a) z” —3x'+x=0,2(0) =1, 2/(0) =
b) 2" — 32’ —4x =0, z(1) = 1x’(1)
c) 22" +2' —10x =0, 2(1) =7, 2'(1) =
13) Encontre a solugao geral x( ) de

a) 22" + 32 +4x =0

b) 2" 4+ 22" +3x =0

14) Encontre a solucao z(t) da equagao diferencial satisfazendo as
condicoes iniciais



a) " +2x' 4+ 3x =0, x(0) = 1, 2

b) 2" + 2’ +2x =0, z(0) = 1, 2/(

15) Encontre a solugao geral x(t)

a) " — 62" +9r =0

b) 42" — 122" + 92 =0

16) Encontre a solugao z(t) da equagao diferencial satisfazendo as
condicoes iniciais

a) 42" — 122/ + 92 =0, z(0) = 1, 2/(0) = 2

b) 92" + 62" +x =0, 2(0) =1, 2/(0) =0

I1.3 Equacgoes Diferenciais Ordinarias Lineares de segunda
ordem nao-homogéneas

Teorema 6: Se p(t), q(t) e g(t) sdo continuas no intervalo (a, b),
entao existe solugao tnica y(t) de

LY fay=gt) . (12

com as condigoes iniciais

y(to) =vo e o(to) =g

para todo ¢ no intervalo (a,b).

Sabemos portanto que a solugao y(t) existe e é unica. Vamos a
seguir mostrar como se pode tentar descobrir a solucao geral y(t)
deste problema.

Considere a equacao geral linear de segunda ordem

vy 40y +q(t)y = g(t) (*)
Considere L o operador linear
L=D?+pt)D+q(t)]

onde D ¢é o operador de derivacao e I é o operador identidade.
Para encontrar as solucoes y da equacao y” +p(t)y +q(t)y = g(t),
basta determinar o conjunto L™'(g) = {x | Lz = g}.
Isto é, para ¢ fixado, desejamos encontrar quais sao as funcoes
y(t) tais que
(D? +p(t)D +q(t)D)(y(t)) = g(t)-

Vamos mostrar que L™'(g) = {z | Lz = g}, é um subespaco afim
de N(L) contido em F. Em outras palavras N (L) é um subespago
vetorial e L™1(g) = N(L) + ¢ onde ¥ é uma fungao fixada e que
satisfaz L(1) = g (ver Proposigao 7).

Observagao 9: Se p(t) e ¢(t) sao constantes e g(t) é ndo nula em
(12) acima diremos que a equacao é ndo homogénea com coeficientes
constantes.



Definicao 12: Dada a equacao diferencial

y +pt)y +a(t)y = g(t),

denominamos

y +pt)y +alt)y =0, (13)
de equacao homogénea associada a equa¢do nao homogénea(12).

Proposicao 7: Seja y;, y2 conjunto fundamental de solugoes de
(13). Seja ¢ uma solucdo particular de (12). Entao a solucao geral
de (12) é y(t) = C1U + ColY2 + w

Demonstracao: Antes de demonstrar o teorema necessitamos
do seguinte lema:

Lema 8: Se f(t) e h(t) sdo solugoes de (12), entao f(t) — h(t) é
solugado de (13).

Demonstracao do Lema::  f(¢) e h(t) sdo solugoes de (12)

= L(f(t)) = g(t) e L(h(t)) = g(t) = L(f(t) — h(t)) = L(f(t)) —
L(h(t)) = g(t) — g(t) = 0= f(t) — h(t) é solugao de (13).

Demonstragao do teorema: Considere fixado 1 tal que L(¢) =
g , entao denote por y1, y» um cojunto fundamental de solucoes de
(13) = 191 + caye é a solugao geral de (13). Seja f solucao de (12)
entao o lema acima implica que f — 1) é solugao de (13)

pois 1 é solucao de (*) por hipdtese

= decy,c0 € Rtq f(t) —¢(t) = cryi(t) + caya(t) =

= [() = ay(t) + c2ya(t) + ¥ (D).

Importante: Concluimos portanto que para encontrar y a geral
solugao da equagao nao homogénea, devemos encontrar a solucao
geral da equagao homogénea c;y; + coys € a seguir somar com uma
solugao particular ¢, obtendo assim a solugao geral da equacao nao-
homogénea y = ciy; + c2y2 + ¥, onde ¢; e ¢p sao constantes. Uma
descrigao pictérica do conjunto L=!(g) = N(L)+1) aparece na Figura

7.

Por exemplo, considere a equagao nao homogénea vy’ — y = 6t —
t3 = g(t). Ora, como ¥(t) = t* é solugdo particular de y’ —y =
6t — 3 = g(t), entdao a solucdo geral da equacdo nao-homogeénea
6 y(t) = cie! + cpe™t + 13, pois, cie! + cpe™t é a solucdo geral da
homogénea associada y” — y = 0.
d2y

Exemplo 18: Desejamos encontrar a solugao geral de 75 +y = t.
A equagao homogénea associada é: % +y =0 e o polindbmio

caracteristico desta tltima equacao é A2 +1 =0 = \ = %i.



Solucao geral de % +y = 0 é portanto z(t) = ¢; cost + cosent.

Uma solugao particular da equacao (12) é ¢ (t) = ¢, conforme é
facil checar.

Logo a solucao geral de % +y =g(t) =1t éy(t) = ccost +

cosent + t.

Vamos resolver agora a equacgao
iniciais y(1) =7, y'(1) = —5.

Das equagoes y(1) = 7, y'(1) = —5 obtemos o sistema

d2y

97 Ty = t, com as condigoes

y(1) =cycosl +cosenl +1=7
y(1) = —cisenl + cocosl1 +1 = =5
ou equivalentemente

c1cos 1+ cosenl = 6

—cysenl + cpcos1l = —6

Ora, resolvendo a equacao pelo método dos determinantes

cosl senl 9 5
det =cos” 1 +sen’l =1,
—senl cosl

logo o sistema acima tem solugao

6 senl
det
—6 cosl

cp = 1 = 6cos1 — Gsenl
cosl 6
det
—senl —6
Cy = 1 = —6cos 1+ 6senl
Obtemos finalmente que y(t) solucao de ‘227%’ +y = 0 com as

condicdes iniciais y(1) =7, y'(1) = =5 é
y(t) = (6cos1 — 6senl) cost + (—6 cos 1 + Gsenl)sent + ¢.

O leitor deve estar perguntando, neste momento, como determi-
namos ¥ (t) = ¢ no ultimo exemplo. Vamos apresentar a seguir um
método geral para determinar uma solucao particular da equagao nao
homogeénea.

Exercicios:

1) Mostre que t* é solugao de ¥ —x = 2 — t*. A seguir encontre
a solucao geral da equacgao diferencial nao homogenea.

I1.4 Método da Variagao dos Parametros



Vamos apresentar agora um método pratico e 1util para encontrar
uma solucao particular da equagao nao homogénea. Este método é
denominado de método da variagao dos parametros.

O método é bastante geral e sera aplicado a equagao de segunda
ordem y" + p(t)y' + q(t)y = g(t).

Considere a equacao diferencial

y +pt)y +qt)y = g(t)

e Y1, Y2 conjunto fundamental de solucoes da equacao homogénea
associada (que existe conforme teorema 6).
Vamos tentar encontrar solucao ¢ da forma

P(t) = cr()y(t) + c2(t)y2(t).

A expressao acima justifica o nome do método, ou seja o método
da variagao dos parametros (no caso os parametros ¢ e ¢p). A partir
de um conjunto de solugoes da equacao homogénea associada, vamos
obter uma solucao da equacao nao homogénea.

A seguir mostraremos como encontrar ¢ (t) e co(t) tal que ¥(t) =
c1()y1(t) + ca(t)ya(t) determine uma solucdo particular da equagao
nao homogeénea.

Derivando #(t) obtemos

Y'(t) = cryy + Ay + s + cays.

Vamos impor a condi¢ao ¢y, + chys = 0

Observacao 10: Esta imposi¢do (que como veremos a seguir é
permitida) visa facilitar o cdlculo posterior.

Em funcao da condigdo imposta, concluimos que ¢'(t) = c1y) +
29

Portanto, ¢ (t) = cjy, + c1y; + oy + cayy
Se 1 é solugao particular:
Y+ )Y + gt = g(1),
logo
Ayt + cryy + chyh + cayy + p(t) eyt + o] + q(t) ey + caye] = g(2).

Como y; e yo sao solugoes da homogénea entao

c1yy +apt)y; + cigt)y =0

Colo + Cop(t)ys + c2q(t)y2 = 0,

sendo assim somando as duas expressoes acima



Clyl{ + C2y/2l + p(t)[c1y) + couh] + q(t)[cryn + coyo] = 0.

Do que foi descrito acima concluimos que ¢y, + cyyp = g(t).
Obtemos assim o seguinte sistema que deve ser satisfeito para
c1(t) e eo(t)

{ iy + chya =0
iy + chyh = g(t)

A primeira equacao é fruto da imposicao que fizemos. Fica claro
neste momento que a imposi¢ao é permitida (ver observacao 10) pois
temos acima um sistema de duas equagoes a duas incognitas c/1 e 0/2.

O sistema pode ser resolvido pois o wronskiano de y; e ¢, é nao
nulo, isto é

Y1 Y
= existem solugoes ¢ e ¢, dados por

0 yo
det ’
, <ww %> ~a()g(t)

C = =
! Yi1yh — Yo y1(t)yh(t) — y2(t)yi ()

et) = /tt —y2(8)g(s) ds

o Y1(8)ya(s) — y2(s)yi(s)

Y1 Y2
dt( ,> = Yyp— Yoy #0

e do mesmo modo

@) 3
)= | e et

Concluimos portanto que para obter ¢ solugcao particular, basta
escolher ¢;(t) e co(t) como acima e e portanto ¥(t) = c1(t)y1(t) +
co(t)y2(t) vai ser uma solugao desejada da equagao nao homogénea.

Vamos escrever a expressao acima de uma maneira mais compacta

o ¢ —92(3)9(3) s
W”*ém@wwme@d”“”

(/t yl(‘s)g( ) ds) yz(t) —

A0 — ()

(—() (8) + 1 ()3 (0)

L D ORG — ) e 9
Denote G(s,t) por

(=1y2(8)y1(t) + yi(s)y2(t))

Gt == Ia(s) — 1))




Note que no denominador aparece o wronskiano de y; € ys.
A expressao (14) acima expressa de maneira sintética a relagao

t
Y(t) = / G(s,t)g(s)ds. (%)
to

Fica assim, através da expressao integral acima, determinado como
calcular uma solugao particular ¥ (t).

Na verdade podemos pensar que existe uma fungao linear H (que
leva fungoes em funcoes, isto é, H : F — F) agindo nas funcgoes g e
que nos determina ¢ = H(g) através de

b(t) = / G(s, t)g(s)ds.

to

E f4cil ver que H define um operador linear agindo sobre g. Opera-
dores deste tipo sao muito usuais e importantes na analise de equacoes
diferenciais lineares. A fungdo G(s,t) é muitas vezes chamada de
Kernel de Green da equagao diferencial y” + p(t)y’ + q(t)y = 0.

Considere L(y) = y" + p(t)y’ + q(t)y. A relagdo de L com H é
dada por

LoH(g) = L(H(g)) = L(¢)) = g,
ou seja H é uma inversa a direita de L. Como L nao ¢ injetivo ele
nao tem inversa a esquerda.

H é um operador integral, enquanto L é um operador diferencial.

Referimos o leitor a [II}][BD][Bu] para mais resultados sobre fungoes
de Green e suas aplicagoes as equacoes diferenciais parciais.

Importante: Para calcular uma solucao particular ¢(t) de y" +
p(t)y +q(t)y = g(t), tome y; e yo solucdes de y” + p(t)y’ +q(t)y =0
(com wronskiano nao nulo) e substitua g(s) em (***), onde G(s,t) é
definido por (**).

Exemplo 19: Vamos encontrar agora a solugao geral de % +y =

t pelo método da variacao dos parametros.

Vamos determinar a seguir uma solu¢ao particular ¢ usando (***)
acima.

Para facilitar as contas vamos supor to = 0.

Ora a equacao homogeénea associada tem como solucao geral ¢; cos t+
cosent. Sendo assim podemos considerar y; = cost e y; = sent.

Primeiro vamos calcular G(s,t). Ora, o wronskiano de y; e ys é
dado por

Y1(8)ya(s) — y2(s)yi(s) = 1.

Vamos tentar encontrar uma solucao particular da forma

w(t):/ G(s,t)g(s)ds.

to



A partir da expressao (**) acima, como

y1(8)ya(s) — ya(s)ys(s) = 1

temos que

G(s,t) = (=v2(s)n(t) + y1(s)ya(t)) = sen(t — ).

Vamos agora multiplicar a expressao acima por g(s)

G(s,t)g(s) = G(s,t) s = (—y2(s)y1(t) + y1(s)y2(t)) s = ssen(t — s).

A seguir para obter 1) vamos integrar por partes (***)

P(t) = /t ssen(t — s)ds = — /Ot cos(t — s)ds + s cos(t — s)|i =

to
—sen(t — s)|f +t — Ocos(t) = sen (t) +t.

Obtemos assim que a solucao geral da equacao acima é y(t) =
cicost + cosent +sent + t.

Podemos absorver na constante ¢y o coeficiente 1 de sent¢ obtendo
finalmente a expressao geral da equacao nao homogénea

y(t) = ¢y cost + cosent + t.

Fica assim explicado como descobrimos no exemplo 18 a expressao
da solucao particular ¢(t) = t.

Vamos ver a seguir uma classe grande de exemplos de equacgoes
diferenciais de segunda ordem provenientes da fisica.

Exemplo 20: Considere uma mola de massa desprezivel a qual
é presa em uma ponta uma particula de massa m. Vamos supor que
a outra ponta da mola estd presa a uma parede e que sé pode se
deslocar sobre uma reta a qual é dada um sistema de coordenadas
em que a posi¢ao de equilibrio da mola estd no ponto 0. Observa-
se experimentalmente que dado um afastamento de tamanho z da
particula da sua posicao de equilibrio, a particula sofre através da
reacao da mola uma forca de intensidade —kx, onde k é uma cons-
tante positiva (denominada constante de elasticidade). Isto é, a forga
de repulsdo depende linearmente do deslocamento (ver Figuras 10 e
11). Como se sabe, a repulsao é no sentido oposto ao deslocamento.
Este fato é naturalmente observado apenas para pequenos desloca-
mentos. A mola pode até romper-se, em caso de grande delocamento
da particula de sua posicao de equilibrio. Sendo assim, considerando
que vamos permitir apenas pequenos deslocamentos, é natural supor
que o campo de for¢as é f(r) = —kx. Vamos supor que z(t) vai
descrever a posicao da particula no instante ¢ sujeito ao campo de
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Figura 1.10:

forgas —kx. Segue da Lei de Newton que a solugao x(t) deste sistema
mecanico deve satisfazer

ma”(t) = f(z(t) = —kx(t).

Ou seja, devemos resolver uma equacgao diferencial linear de segunda
ordem com coeficientes constantes para encontrar a solugao x(t).
Como ¢ conhecido (ver Teorema 0), dados os valores iniciais x(tg) =
zo € R e 2/(ty) = yo € R, a solucdo de tal equagao serd determinada
de maneira tnica. Este fato é bastante intuitivo, pois para saber
como vai ser a evolucao temporal do extremo da mola, nao basta
saber de onde ela vai ser largada no tempo ¢ = 0, mas também com
que velocidade inicial vamos langa-la.

A solucao, como sabemos serd obtida através do polindmio carac-
teristico de mz” + kx = 0 , que neste caso é:

O:A2+£:>)\=i\/£i.
m m

A solucgao sera entao:

—xocosﬂ t—l—ym/—sen\/

Note que z(t) pode ser escrito na forma z(t A cos(a+wt) onde
A, a sao constantes. Esta expressao descreve o fato que a solugao x(t)
ird ficar oscilando em torno do ponto 0.

Vamos considerar agora outro exemplo.

Muitas vezes a forca f depende nao apenas de x, mas também de
Z, como por exemplo no caso da mola com atrito, em que o campo
de forgas é dado por

flz, &) = —kx — ct,

aonde k ¢é a constante de elasticidade, mas aparece agora a constante ¢
de atrito. Esta constante vai ser responsavel por frear a mola através
do atrito.



Figura 1.11:

Exemplo 21: A mola com atrito.

Vamos agora considerar a mola com atrito, e mostrar que o ponto
de equilibrio zy = 0 € R? ¢ assintoticamente estdvel.

Neste caso a equacgao da mola vai ser

ma’ = —kx — ca,

onde k ¢é a constante positiva de reacao da mola (da mesma maneira
que na mola sem atrito) e ¢ é a constante positiva de atrito. Isto é,
estamos supondo que o atrito é linear na velocidade. Para sermos
mais precisos em termos Fisicos, terfamos que supor que a mola esta
mergulhada em um fluido, que vai causar o atrito e tem baixa veloci-
dade, para que a hipétese de linearidade do atrito na velocidade seja
aplicdvel (aproximadamente).

Supondo isto, vamos prosseguir.

A equacao da mola com atrito é equivalente a

azr” +bx’ 4+ cx =0,

coma=m,b=c,c=k.

A 1ltima proposicao nos obriga primeiramente a calcular o po-
linomio caracteristico que é ma? + cx + k = 0. Note que m, k, ¢ sao
todos positivos; sendo assim, se assumirmos ¢ — 4mk > 0, entao as
solucoes do polindmio caracteristico serao ambas reais negativas pois

—c— /% —4mk

A = <0
! 2m
e
N _—c+\/02—4mkz<—c+\/c_2_0
2T 2m 2m

Logo z(t) serd da forma:

z(t) = c Mt 4 cpe?,



As constantes ¢; e ¢y sao obtidas a partir das condigoes iniciais
! . .
z(tg) = xg e x (tg) = x{, resolvendo o sistema linear

Ty = x(ty) = ceMP + ey,

!
Ié =T (to) = Cl>\1€)\lt0 + CQ)\QG)\QtO.

Note que qualquer solugao z(t) tem a propriedade que lim; ., z(t) =
0 pois A1 e Ay sao negativos.

No caso em que ¢ — 4mk < 0 (isto é, quando o atrito é muito
grande), a solugao z(t) é dada por

r(t) = cre” ™ cos Ve — dmkt/2m + coe” M senV/c2 — 4mkt /2m.

Da mesma maneira como antes, a partir das condicoes iniciais,
as constante c¢; e ¢y podem ser encontradas resolvendo um sistema
linear.

Note que como —c¢/2m é negativo x(t) converge a zero quando t
tende a infinito.

No caso em que existe uma for¢a f(f) externa a agao da mola,
obtemos pela Lei de Newton a equacao:

mz” = —kx — cx’' + f(t).

A equacao da mola com atrito sujeita a forca externa é equivalente

ax” +bx' + cx = f(t),

coma=m,b=c,c=k.

Esta equacao é a equacao diferencial linear de segunda ordem nao
homogeénea.

Para resolver tal equacao, procedemos da seguinte maneira: pri-
meiros resolvemos a equacao homogénea associada através do po-
linomio caracteristico, como acima, e a seguir, tentamos encontrar
pelo método da variacao dos parametros uma solugao particular da
equacao nao-homogénea. A solucao geral é obtida finalmente so-
mando a solucao geral da equacao homogénea associada com uma
solucao particular da equacao nao-homogénea.

Para um estudo detalhado da Mecanica Cléssica referimos o leitor
para [L].
Vamos ver a seguir outra classe de exemplos.

Exemplo 22: Circuitos elétricos.

Uma classe de exemplo de aplicacao de equagoes diferenciais line-
ares nao homogeneas de segunda ordem provém de circuitos elétricos.
Considere um circuito do tipo RLC, isto é, existe uma forca ele-
tromotriz E (que pode ser causada por uma bateria ou um gerador)



que produz uma diferenca de voltagem a qual por sua vez produz
uma corrente de intensidade I.

Esta corrente atravessa um circuito elétrico. Pergunta: como po-
demos obter a expressao da intensidade da corrente I(t)?

A Lei de Kirchoff vai determinar a corrente I(f). Esta lei sera
descrita a seguir. Antes de mais nada algumas definigoes.

O simbolo R representa uma resisténcia que pode ser causada,
por exemplo, por uma lampada.

Quando a corrente atravessa uma bobina de arame, produz-se um
campo magnético que pode gerar movimento. Isto é o que acontece
por exemplo em um liquidificador. A variacao de voltagem produzida
pela:

a) a queda de voltagem através da resisténcia R é igual a RI (Lei
de Ohm).

b) a queda de voltagem através do indutor L é igual a

(@)

c¢) a queda de voltagem através do capacitor C' é igual a

@
ek
A Lei de Kirhoff afirma que
dl Q

Bt =1 v rra Y
(0) =Lt B+ 5

Como a intensidade de corrente é dada por

dQ(t
dt
ou seja, € a variacao de carga, obtemos derivando a ultima expressao

que Q(t) deve satisfazer a equagao

d*I ar 1 d
Lt gt e=a (®):

Esta equacao é linear de segunda ordem e nao homogénea. De-
pendendo do E(t) aplicado, e das condigoes iniciais o circuito vai
apresentar uma resposta I(t) diferente. Utilizando o que foi descrito
acima para equacoes lineares de segunda ordem podemos determinar
a partir da lei de Kirchoff a solugao da intensidade de corrente I(t)
que esta sujeito tal circuito.

Exercicios:

1) Encontre a solugao geral z(t) de
a) 2" +x =sect, -5 <t <3G



b) a” — 42’ + 4z = te*
c) x" + 4a’ —1—33—2152
d) 2" + 2’ — 2x = €' (tente solugdes particulares do tipo cte’).
e) " 4+ x’ + 3z = sen t (tente solugoes particulares do tipo (a cos
t+bsent)).
d) 2" + 2’ — 2z = at™ + bt" (tente solugoes particulares do tipo
polinémios de grau n + 2).
2) Encontre a soluc¢ao x(t) da equagao diferencial satisfazendo as
condigoes iniciais
a) 32" + 42’ + x = (sent)e™*, x(0) = 1, 2/(0) = 0
b) 2" + 42’ + 4z = t°2e7% 2(0) = 1, 2/(0) = —2
3) A equacao diferencial
2
t %—l—alt%%—aoy:O,
onde a1, ag sao constantes, é chamada equacao de Euler. Encontre a
solugao geral em fun¢ao das raizes do polinomio m(m—1)4a;m+ag =
0.
Lembre-se que essas raizes podem ser complexas.
(Sugestao: faga a mudanca de coordenadas p = logt).

I1.5 Solugoes em Séries de Poténcias

Os resultados e métodos para resolver equacoes diferenciais line-
ares de segunda ordem através de séries de poténcias sao em tudo
semelhantes aos ja analisados para equacoes de primeira ordem em
L.5.

Definigao 13: Dizemos que uma fungao f(x1,xs) é analitica nas
varidveis x,zo se existem numeros reais by, ,,n,m € N, tal que f
pode ser expressa como

n,.m
f(z1, 22) Z bym @1 Ty

n=0,m=0

para todo x1 e xs.

Teorema 9: Seja f(x,z’) analitica nas variaveis x e 2, entao x(t)
solugao de z” = f(x,2'), x(ty) = xo, 2'(ty) = x}, é analitica em certo
intervalo (tg — (,to + ¢),¢ > 0.

A demonstracao do resultado acima foge ao escopo deste texto
(ver [S]) para resultados sobre o assunto).

Para encontrar a solugao x(t) de uma equagao diferencial em que
f(x,2') é analitica, basta manipular algebricamente os coeficientes
para tentar descobrir a expressao analitica da solu¢ao x(t). Vamos
dar a seguir um exemplo de como proceder:

Exemplo 23: Considere a equagao =" + x = 0.



Vamos tentar descobrir uma solucao do tipo

[e.9]

2(t) =D ant" = ag + art + aot® + ast® + .
n=0

Neste caso

2 (t) = ay + a9t + 3ast® + dagt® + ..

2" (t) = 2ay + 3 2ast + 4 3ast® + 5 dast®.

Substituindo z(t) na equagao x” = —z e igualando os coeficientes
das séries dos dois lados obtemos indutivamente

Qo a2 Qy
a2:_57 G4=E7 a6:—ﬁ,
¢ a1 as as
B= 3y BT T T

Disto resulta que para j impar

i—1)/2%1
a; = (_1)(] )/ ?
e para j par
<10 A
a; = (—1>]/2—
J ,]'

Portanto z(t) = ag cost + a;sen t. Descobrimos assim uma nova
maneira de obter o resultado ja conhecido sobre a solugao geral de
= .

Referimos o leitor a [DL] e [BD] para uma andlise mais datalhada
do assunto.

Exercicio:

1) Encontre a solugao de " =tz +t,2(0) = 1
2) Encontre a solugao geral de z” = t*z.

I1.6 A Transformada de Laplace
Desejamos obter métodos gerais mais praticos para obter solucoes
de equagoes lineares do tipo
y' +ay +by = g(1)
com as condicoes iniciais
y(0) =vo,  ¥'(0) = yj

O método que sera desenvolvido a seguir é muito 1til para se obter
solugoes de tais equagoes.



Definigao 14: Seja f(t) definida para 0 < ¢ < 400, entao a
transformada de Laplace de f(¢) denotada

F(s) ou L(f(1))

é determinada pela expressao

F(s) = / Tt pwdi= tim [ et f@yd . (14)

0 A—too Jo
definida apenas para s > 0.

E usual denotar por R* = R U {o0}, ou seja permitimos o valor
infinito no conjunto R*.

A notacao usual é supor que f estd na variavel t e a sua transfor-
mada F' (que é também uma fungao) esta definida para a varidvel s.
Fica definida assim uma lei que associa a cada funcao f uma outra
funcao F' = L(f) dada por

L:F—F,

onde

e onde F = Fo o) = {f : (0,00) — R*, diferenciaveis por partes}.

Como veremos a seguir € natural assumir que algumas das funcgoes
que vamos trabalhar possam assumir o valor infinito. Existem mais
restricoes ao conjunto das funcoes que vamos trabalhar, pois é ne-
cessario que L(f) esteja bem definido para f € F. Neste caso f(t)
deve ter um certo comportamento no infinito (f(¢) decair muito ra-
pidamente quando ¢ — oo) para que possa convergir a integral (14).
Para nao entrar em detalhes técnicos que nao sao essenciais no mo-
mento, vamos evitar discutir tal questao.

Devemos encarar a transformada de Laplace L(f) = F, como uma
mudanca de variavel definida no espacgo de fungoes, ou seja uma regra
L que associa de maneira unica f a F' (de maneira bijetiva). Esta
associacao bijetiva entre f e F' tera propriedades extremamente tteis
quando relacionadas com a operacao de derivagao e estas proprieda-
des serao fundamentais para seu uso em equacoes diferenciais como
veremos em breve.

Exemplo 24: Vamos considerar a seguir a transformada de La-
place da fungao constante igual a 1.

A e st A
1) L(1) =F(s)= lim e dt = lim (— ) =

A—+o00 0 A—+oo S 0



. ( e 1) 1
= lim | — 4+ -] =-.
A—+o0 s s s

Concluimos portanto que aplicando a transformada de Laplace a
fungao f(t) constante igual a 1, obtemos a func¢ao F'(s) na varidvel s

dada por L(f)(s) = F(s) = 1.
Vamos calcular a seguir a transformada de Laplace da funcao
exponencial.
2) Seja a constante positiva, entao calcule L(e®) = F(s).

Ora,
A A

F(s) = Alim e e dt = Alim ela=)t gt =
——400 0 ——400 0

1 (a—s)A __ 1
= lim (e(a_s)t)z)4 = lim (€7> :

A—4oc0o @ — 8§ A—4o00 a— S

Logo,

se s >a, L(e")=_

ese 0 <s<a, L(e")=+o0.

Logo concluimos neste caso que F'(s) =
se0<s<a.

Note que quando s se aproxima de a pela direita entao F(s) vai
para infinito.

Note também que £ : F — F é linear em f € F, onde F esta
sendo considerado o espago das fungoes f definidas em (0,00) to-
mando valores reais ou infinito (ou seja em R*°). Sendo assim, por
exemplo

1

s—a

se s>ae F(s)=o00

£(2+36™) = 2£(1) + 3L(e™) = 22 +3- ! -

Em [Sp2] é apresentado um estudo sobre Transformadas de La-
place bem mais detalhado do que faremos aqui.

Exercicios: Mostre que se w for uma constante

1) L(coswt) =

2) L(sen wt) = 1,

Teorema 10: F(s) = L(f(t)) existe para s > ¢, se
i) f(t) é continua por partes.

i) IM,c>0tq|f(t)] < Me?, 0<t<+o0.
Demonstracao: O Teorema segue de imediato do fato que

/ le ™ f()]dt < / Me e dt,
0 0

e a ultima expressao ¢ finita para s > c.

s>0

s _
52 +’ll)2 I

s>0



Vamos agora apresentar um fato muito importante sobre a trans-
formada de Laplace.

Teorema 11: Suponha que f satisfaz i) e ii) do tltimo teorema
acima. Entao se L(f(t)) = F(s) entdao L(f'(t)) = s F(s) — f(0)
Demonstracgao: De fato,
A

L(f'(t)) = lim et f(t)dt =

A—+o0 0

A

A
0+/0 se f(t)dt)z

. (esA A — F(0) + /OAsest f(t) dt) -

A—+o0

= lim e f(A) — f(0) + s F(s) = s F(s) — f(0).

A——~o00

lim (e_“ f(t)

A—+o00

Importante: O resultado acima afirma que se soubermos cal-
cular a Transformada de Laplace de f(t), entdo sabemos também
calcular a Transformada de Laplace de f’(t)

Observacao 11: Segue facilmente do teorema acima que

L' (1) = 5 F(s) — 5 £(0) — £(0).

Ou seja, se soubermos calcular a Transformada de Laplace de f(t),
entao sabemos também calcular a Transformada de Laplace de f”(t)

A funcao £ : F — F é bijetiva. E necessario tomar algum cuidado
na definigdo de F (por exemplo, a fungao f(s), tal que f(s) =1, se
esbdse 0 <s < 1ea funcao g(s), tal que g(s) = 1, se e sé se,
0 < s < 1, satisfazem L(f) = L(f) mas f # g) para que esta
afirmacao seja verdadeira mas isto é um detalhe que foge ao escopo
deste texto.

Definicao 15: Seja £L7! : F — F, a inversa de £ agindo no
espago de fungoes F de tal jeito que para todo f(t),

L7 (F(s)) = LTL(f(t) = LLT(f(1) = f(t).

Por exemplo, a partir do que foi visto anteriormente

a) L1 =1,

b) L) = et

c) L7 (z552) = cos(5t).

A funcao £7! é denominada a inversa da transformada de La-
place. O leitor pode encontrar em [Spl] tabelas com transformadas
de Laplace (e da sua inversa £7!) de vérias fungoes que usualmente
aparecem em alguns dos problemas mais comuns de equacoes dife-
renciais. A utilidade do método a ser descrito a seguir reside em dis-
por de tabelas suficientemente ricas que permitam identificar funcoes
através de sua transformada de Laplace.



Muitos programas de computador (por exemplo, os pacotes com-
putacionais [MA][MATL][MATH]) possuem extensas tabelas que per-
mitem utilizar o método com razoavel sucesso em varios casos.

Vamos aplicar o Teorema 11 acima para a equagao diferencial:

ay’ (t) +by'(t) + cy(t) = f(2).

Mais exatamente, dado f(¢) desejamos encontrar a incégnita y(t)
Ora, aplicando a transformada de Laplace dos dois lados da ex-
pressao obtemos

Llay” (t) +by'(t) + cy(t)) = L(f (1))
Sejam
Lyt) =Y(s) e  L(f({t) = F(s),

segue da linearidade de £ que
a Ly (1) +b LY (1) +cLy(t) = F(s),

e segue do Teorema 11 e da Observagao 11 que

a(s*Y (s) — sy(0) — y'(0)) + b(sY (s) — y(0)) + c¥ (s) = F(s)
ou seja que
(as®+bs+c)Y(s) + (—as — b)y(0) — ay’(0) = F(s),

logo,
F(s)+ (as + b)y(0) + ay’(0)
as?+bs+c

Se conseguirmos identificar quem é a fungao y(t) tal que L(y) =Y
obteremos a solugao desejada. Fica claro agora a observagao que
fizemos anteriormente sobre a conveniéncia de tratar a transformada
L como uma mudanga bijetiva de coordenadas.

L é bijetiva e portanto possui uma inversa £~! (nao vamos mostrar
aqui tal propriedade mas apenas usa-la).

Y(s) =

. (15)

A solugao y(t) serd finalmente obtida como y(t) = L71(Y (s)).

Importante: Em resumo, consideramos inicialmente um pro-
blema que envolvia uma equacao diferencial na ”variavel’y, o qual
via Transformada de Laplace £ virou um problema algébrico (ma-
nipulagdo via produtos, somas, quocientes, etc..) envolvendo uma
funcdo na varidavel Y. Apds descobrir quem é Y (em funcao de
F(s) = L(f(t)) como dado por (15)), voltamos novamente as co-
ordenadas y via a funcao inversa de £



Por exemplo, se no procedimento acima descobrirmos que Y'(s) =
732, entdo (usando o exercicio a) antes do Teorema 10) obtemos
y(t) = cos 3t. Neste caso, usamos o fato que L™'(z5z) = cos 3t.

Vamos a seguir apresentar um exemplo que vai ilustrar a utilidade
do método.

Exemplo 25: Vamos encontrar a solucdo de y' — 3y’ + 2y = e

com as condigoes iniciais y(0) = 1,y'(0) = 0.
Ora, )
Ly (t) = 3y'(t) +2y(1)) = L(e™),

e como sabemos que,

A (3—s)t 1
3ty 1; (B8t 30 _ 1 € A_
£e7) Al—lgrloo 0 ¢ dt Al—lgloo?)—s}o s—3
logo,
Ly =3y (t)+2y(t) =

= (s*Y(s) — ) — 3(sY(s) — 1) +2Y(s) =

1
=(s?=35+2)Y(s) —s+3 = 3
S R
Portanto,

s—3 n 1
(s—1)(s—2) (s—1)(s—2)(s—3)

vamos expressar agora Y (s) de uma maneira mais conveniente e para
isto vamos tentar encontrar A, B, C' tais que

1 A N B N C
(s—1)(s—2)(s—3) s—1 s—2 s—3

Y(s) = (16)

Devemos portanto resolver o sistema

(A+B+C)=0
—5A—4B-3C=0
6A+3B+2C=1

A seguir vamos resolver o sistema linear acima pelo método do
pivotamento.

Somando as linhas da matriz associada a um sistema linear obte-
mos um sistema equivalente, ou seja com as mesmas solugoes, logo

1 1 1 1 1 1 1
-5 —4 -3 — 0 1 2 — 0 1
6 3 2 0 -3 —4 0 0



Portanto, resolvendo o sistema equivalente dado pela tltima ex-
pressao matricial obtemos

1 1 1 1
C=- A+B=—= A=—+1=— B=-1
2’ + 2’ 2 + 2’
Finalmente concluimos que
1 1 1 1 1 1

(s —1)(s—2)(s—3) T 2s—1 s—2+§s—3'
A seguir desejamos obter D e E tal que para todo valor s
s—3 D E (D+ E)s— (E+2d)

(8—1)(8—2)28—1+8—2: (s—1)(s—2) (17)

Sendo assim, D+ E=1,2D+ FE =3
Logo, D =2, F = —1.
Portanto,

s—3 B D n FE 2 1
s—1)(s—2) s—1 s—2 s—1 s—2
( )(

Finalmente de (16) e (17)

5 1 1 1 1

Y - = _2 — =
B =57 25133

L(y(t))-

Aplicando a transformada de Laplace inversa £~ (use o exemplo
24 2)), segue que

) 1
LYY (s)) =y(t) = éet —2e* ¢ §e3t

Note que o procedimento usado no tultimo teorema permitiu (no
exemplo considerado acima) transformar a operacdo de derivar em
um problema que envolve uma manipulacao algébrica das Trans-
formadas de Laplace. Este é o ponto fundamental na utilidade da
Transformada de Laplace em Equacoes Diferenciais Lineares. Ela
transforma equagoes diferenciais em equagoes funcionais (sem deri-
vadas).

O ponto fundamental para o método funcionar bem é podermos
descobrir quem ¢ a transformada de Laplace e sua inversa para um
grande nimero de fungoes. Para isto necessitamos poder combinar
e manipular as transformadas de maneira mais adequada. Isto sera
obtido através das propriedades que seguem.

Teorema 12: L(f(t)) = F(s) = L(—t f(t)) = £ F(s)

Demonstracgao:



d

™ et peyae = / T ey =

ds Jo
/OOO —te "t f(t)dt = L(—tf(t)).

Por exemplo, como £(1) = %, entdo L(—t) = L(—t1) = d%%

—s%. Logo, L(t) = s%

Exemplo 26: L(te') = —L(—te') = -4 L = — <—ﬁ> =

1

e
Teorema 13: L(f(t)) = F(s) = L(e™ f(t)) = F(s — a)

Demonstracao:

Ll (1)) = / T et f (1)t =

0

/00 eV f(t)dt = F(s — a)

Exemplo 27: Calcule a transformada de Laplace de e* cost.
S -2
Ora, L(cost) = 5%, logo L(e* cost) = %
Definicao 16: A funcao H., usualmente denominada de funcao
de Heavyside no ponto ¢, é definida como H.(t) =0,se 0 <t <ce
H.(t)=1,sec<t.

Sendo assim, para todo s positivo

L(H.(t)) = F(s) = lim Ae‘StHc(t)dt:

A—+o00 0

c A
= lim (/ e S H.(t) dt +/ e "' H,(t) dt) =
A—+o00 0 c

A Bist A
= lim e '1dt = lim —
A——~o00 c A——+oo S

c

) G_SA e—5¢ e—5¢
= lim (— + ):

A—+o00 S S S

Teorema 14: F(s) = L(f(t)) = L(H.(t)f(t —c)) = e F(s).
Demonstragao: L(H.(t)f(t—c)) = [ e " H.(t)f(t — c)dt, logo
fazendo a mudanca de variavel y =t — ¢, obtemos

LOHAD(t — o)) = / T — )t =



/ e f(y)dy = e / e fy)dy = " F(s).
0 0

Exemplo 28: Calcule a transformada de Laplace de H3(t)(t —3).

Usando a notag¢do do teorema acima, como L(t) = L(t) = 5 =
6735

F(s), entao L(H3(t)(t —3)) = <.

S

Funcao f(¢) Transformada de Laplace F'(s)
0 £G0) = FG) = [ )
L E
i s
t" e
ekt ikf ;1> k
eMsenwt (S_k)ﬁ, s>k
eM coswt (S_‘Z)_%, s>k
eMsenhwt e s>k
e* cosh wt (S_‘Z)_—f_wz, s>k
e [Acoswt + 2B senwt| (Sf‘;)%, s>k
e [Acoshwt + 2 Bsenhwt] (kas)%, s>k
t(nnf_lle;f —(5_1k)n, n>1 s>k
f'(t) sL(f)(s) — f(07)
f(t) sL(f)(s) —sf(07) — f(0F)
M f(t) F(s—k)
F(kt) PG
fa f(r)dr SF(s) — ;nfo f(r)dr
2 f(t) (—D)" 7= (F(s))

Apresentamos na tabela em anexo as transformadas de Laplace
de algumas funcgoes importantes e algumas férmulas que descrevem
as principais propriedades descritas neste texto.

Uma propriedade extremamente 1itil no contexto da Transformada
de Laplace ¢ a convolugao de fungoes. Note que L(f + g) = L(f) +
L(g) mas L(f.g) # L(f).L(g). O conceito de convolucao de fungoes
vai nos permitir trabalhar com L£(f).L(g)

Definicao 17: Dadas duas fungoes f e g, a convolugao de f(t) €
Feg(t) € Féatfungao h(t) € F, denotada por (f*g)(t) que é dada
por defini¢cao como

MW#N@@zAﬂFMWMw



Exemplo 29: Se f(t) = t* e g(t) constante igual a 1, entao

3

(f*9)(t) —/0 1 s%ds = %

Exercicio: Mostre que (f xg) = (g * f).
Uma propriedade estremamente 1til para o uso da Transformada
de Laplace é dada pelo proximo teorema.

Teorema 15:
L(f *g) = L(f).L(g)

Demonstracao: Denote por F', G e C as transformadas de La-
place respectivamente das fungoes f, g e (f * g).

Ora,

L((f * 9)(1) = C(s) = / e / £t — v)g(v) dv) dt =

| o[t vy anyan

v
onde usamos o Teorema de Fubini (intercambio de ordem de de-
rivacao) na tltima igualdade. Usamos também convergéncia absoluta
na integral acima.
Fazendo a mudancga de variavel y = ¢ — v obtemos

/ et — vyt = / T e f(y)dy.
v 0

Note que acima usamos que se y = 0, entao como t — v = y, isto
corresponde a t = v
Logo,

L((f * 9)(t)) = C(s) = / lg) / e (y) dy) do =

([ gt an) ([T e = GFE)

0
Fica assim demonstrado o Teorema.

Vamos agora mostrar a utilidade do que foi descrito acima.

Exemplo 30: Calcule f(t) a transformada de Laplace inversa de
Wbﬂﬂ)’ isto é, calcule L‘l(ﬁ“ﬂﬁ)) = f(t). Ora, L(senbt) = =t
e L(t) = %, logo pelo teorema acima

b

L(t *senbt) = L(t) L(senbt) = AET



Aplicando £7!, a inversa da transformada de Laplace, em ambos
os lados da ultima igualdade obtemos

b
s2(s? + b?)

A conclusao é que [fl(m) = f(t) = _Senbt—bgtcos bt

O teorema acima permite obter resultados sobre transformada
de Laplace envolvendo produtos e quocientes de transformadas con-
forme exemplo acima. Isto é sem duvida muito util em manipulacoes
envolvendo tranformadas de Laplace.

Por exemplo, se num certo problema envolvendo equagoes dife-
renciais a solugao y(t) fosse tal que L(y(t)) =Y (s) = entao

senbt — bt cos bt
b2 -

t
/ (t — u)senbu du =t x senbt = L( ).
0

segue do que foi calculado acima que y(t) = Snbi=bicosbt

Vamos considerar agora um outro tépico importante na teoria das
transformadas de Laplace

A delta de Dirac no ponto sy, é a funcao (generalizada) que é
nula fora de sy e tem massa 1 no ponto sy. Para esclarecer ao leitor
o que temos em mente, sem entrar em detalhes matematicos que
estdo acima do escopo deste texto (referimos o leitor a [II| para a

fundamentagao matemadtica) , devemos pensar que:

Definicao 18: A delta de Dirac no ponto sq é o limite da sequéncia
de fungoes f,,n € N, dadas por f,(t) = 0set < so, fu(t) =n se
50§t<80+%efn(t):OsetzsojL%.

Logo, em termos heuristicos a delta Dirac seria uma funcao que é
infinito em sg e 0 fora de sy e que tem integral igual a 1.

A delta de Dirac nao é uma funcao no sentido usual da palavra, no
entanto ela pode ser definida de maneira Matematica precisa dentro
da Teoria das distribuigoes ou também chamada de Teoria das funcoes
generalizadas (ver [II] [BU] para mais resultados sobre o assunto).

Vamos utilizar a delta de Dirac de uma maneira operacional sem
entrar em detalhes mais precisos.

Vamos denotar a delta de Dirac em sy (no caso em consideracao
sp > 0) por ds,(t) ou também por §(t — sp), onde sy é constante e t é
a variavel.

Seja sq fixado, o ponto fundamental aqui é que a delta de Dirac
s, expressa na verdade a acao de integrar uma fungao ” continua” g(t)
multiplicada por uma massa unitaria no ponto sg. Vamos descrever
tal acao da seguinte maneira dado sy fixo, queremos associar a este
valor sy a operagao que a cada g associa [;° g(t)ds, (¢)dt.

Este é o ponto de vista de olhar uma func¢ao qualquer f(¢) ndo por
seus valores numéricos f(t) € R, mas pela sua agao [ g(t) f(t)dt
sobre fungoes g (que sdo chamadas de fungdes teste). Pode-se mostrar
que tal acao sobre todas as ¢g determina f de maneira unica. E
neste sentido que d,, é uma funcao, mas para nao confundir com



as fungoes f(t) (de verdade) chamamos ela de func¢ao generalizada.
A formalizacao matematica destes fatos foge ao escopo deste texto e
pode ser encontrada em [II] (mas nao é, de maneira alguma, essencial
para o que segue).

Na verdade, a expressao acima ¢é definida através de um limite.
Lembre que a delta de Dirac no ponto sg é o limite da sequéncia de
fungoes f,,n € N, dadas por f,(t) = 0set < so, fu(t) = n se
So <t <sot+efult)=0set>so+ =

Portanto vamos definir o valor [ g(t)d,,(t)dt como

o

/0 g (dt = tim [ fu(B)g()dr.

n—oo 0

Ora, se g é continua, é ficil ver que o valor acima é g(sg). De
fato, para n grande integrando obtemos

oo

so+1/n
lim fu(t)g(t)dt = / ng(t).

n—oo Jq s0

Como ¢(t) é aproximadamente igual & g(so) parat € (sg, So+1/n) sen
for grande (mais precisamente, para cada n existe s¥ em (s, So+1/n)

tal que fsiOH/ng(t)dt =1/n g(sf)) , concluimos que

(9] so+1/n
lim fu(t)g(t)dt = lim ng(t)dt = lim 1/n ng(s)) = g(so).
n—oo 0 n—oo S0 n—oo

Concluimos portanto que para fungoes continuas g(t) a integral
fg<t)5so (t)dt = g(SO)‘

Em resumo, a delta de Dirac é caracterizada nao por seus va-
lores escalares reais (como usualmente se define uma funcao), mas
por sua ac¢ao (multiplicando e integrando) sobre outras fungoes teste
g. Referimos o leitor para [Bu] para varios exemplos de aplicagoes
de fungoes generalizadas ou também chamadas de distribuicoes as
equagoes diferenciais parciais.

A utilidade da delta de Dirac pode ser entendida ao supor, por
exemplo, que na equacao da mola sob a acao de uma forga externa
I o

my +cy +ky = f(t),
podemos considerar f(t) = s, ().

O que temos em mente, é que a mola vai sofrer uma forca ins-
tantanea com intensidade 1 no tempo sg, ou mais precisamente, um
piparote com intensidade 1 no tempo sg. A maneira matematica de
descrever tal acao é a delta de Dirac no tempo sg. O piparote com
intensidade k seria entao descrito por kd, (t).

Como veremos a seguir, formalmente poderemos resolver proble-
mas de molas sujeitos a piparotes desta maneira. Existe uma forma-
lizacao matematica precisa de todos estes fatos, mas estd acima do
escopo deste texto (ver [II][Bu]).



O fundamental é o fato que nao vamos considerar individualmente
a delta de Dirac, mas vamos apenas integrar funcoes multiplicadas
pela delta de Dirac, como veremos a seguir.

Vamos primeiramente calcular formalmente £(0(t — %y)), mesmo
que a delta de Dirac nao esteja no conjunto F.

Como e* é uma funcao continua, pelo que vimos acima,
A
L(6(t — s0)) = Alim et —sg)dt =e %0 s0>0.  (18)
——400 0

Observagao 12: Para c fixo, a fungao H/(t) derivada da funcao
de Heavyside H.(t) é tal que H.(t) = d.(t).

Note que a fungao H.(t) nao é diferenciavel em c e para t dife-
rente de ¢ sua derivada ¢ nula. Sendo assim, nao existe a funcao de-
rivada de H,., mas se pensarmos no sentido fungoes generalizadas, tal
"funcao” derivada vai existir e é a delta de Dirac em c. Este fato pode
ser rigorosamente demonstrado utilizando ferramentas matematicas
mais sofisticadas que fogem ao escopo deste livro (ver [II]). Vamos
aqui apenas mostrar de uma maneira formal tal propriedade.

Este fato sera obtido através do uso de Tranformada de Laplace

Ora se y/'(t) = d.(t) entdao L(y')(s) = L(d = [Te ot
c)dt =e*°.
Como sabemos que L(y')(s) = sY (s) —y(0), obtemos que formal-
mente s
Y(s) = y(0) +E
s s

Se y(0) = 0 (como ocorre com d.(t) quando ¢ # 0) entao Y (s) =

e—CS

—.
Aplicando a transformada de Laplace inversa concluimos assim

que y(t) = H.(t).
Vamos agora mostrar a utilidade do formalismo acima.

Exemplo 31: Seja uma mola de massa m = 1 com constante de
atrito ¢ = 4, com constante da mola igual £ = 4, a qual no tempo
= 0 estd na posicao 1 com velocidade 1. Suponha que a mola
sofra piparotes nos tempos respectivamente 1 e 2 com intensidade
respectivamente 3 e 1. Calcule a trajetoria da extremidade da mola.

my +ey +ky=vy +4y +4y=36(t—1)+6(t—-2) (19)
com as condigoes iniciais y(0) = 1, y'(0) = 1.

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados da equacao
(19) e usando (18) e observacao 11 temos que

g2 Y(s)—s5—1—4(sY(s) — 1) +4Y(s) = 3¢~ + e



logo,

s—3 3e~ % e~2%s
Y —
S P ) Py
como, .
ety —
L(te™) Go2¢
entao,
3e~*
Hy(#)(t — 1)ty = —
LB - D) = g
e assim,

Y(s) — £(€2t —t €2t) _'_£(3 Hl(t) (t _ 1)62(1571)) +£(H2(t)(t _ 2)62(t72)’
logo concluimos que

(s—3) s-—2 B 1 _ I 1 (e g2t
(27 27 (2P sz oap HO )

e finalmente obtemos
y(t) = (1 —t)e* + 3H (t)(t — 1) + Hy(t)(t — 2)e2t2).

Note que o segundo termo da expressao acima, s6 aparece apos
t = 1 e o terceiro termo sé aparece apds o tempo t = 2. Este fato
estd de acordo com a nossa intuicao, pois é exatamente nos tempos
t =1et =2, que a mola sofre o piparote.

Exercicios:

e) f(t) = tsen(at)

) f(t) = t"e™

2) Encontre a inversa f(t) da transformada de Laplace
@) F(s) = g

b) F(s) = i

&) F(s) = i

3) Usando o método da Transformada de Laplace calcule uma
solugao particular de

a)y' —y=t

b) y”—2y’+y=t2

4) Encontre diretamente (via Transformada de Laplace) a solugao
das seguintes equagoes diferenciais com condicoes iniciais



a)y" —y=t,y(0) =1,9'(0) =2.

b) y" +2y +y = 2(t — 3)Hs(t),y(0) =3,4/(0) = 1
O) '+ +y = He(t), y(0) = L,y/(0) = 2

d) ¥ +y = sent + d3(t),y(0) = 0,4'(0) = 1

)y +y +y=20i(t) — 302(¢),y(0) = 1,y'(0) = 0
5) Calcule a convolugao das seguintes fungoes

a) e, e a#b

b) cos(at), cos(bt)

c) t, sent
6) Usando convolugao de fungoes calcule, via Transformada de
Laplace inversa, a funcaof(t) tal que L(f(t)) = F(s).

a) F(s) = m (lembre que L(t) = S%)
b) F(s) = ey
©) F(s) = e






Sistemas Lineares de Equacoes Diferenciais
Silvia Lopes - UFRGS
Considere o sistema linear de equacoes diferenciais

fli—f = ax(t)+by(t)

W— cx(t)+dyt)
onde a,b,c,d sao constantes reais

2'(t) descreve a taxa de variagao de z(t) no tempo t e y'(t) descreve
a taxa de variacao de y(t) no tempo t.

As incégnitas no caso sdo as fungoes z(t) e y(t). E util as vezes
considerar o par (z(t),y(t)) evoluindo com o tempo t sobre o plano
R

Por exemplo se a =2, b=10, c =0 e d = —5 obtemos o sistema

o —  2u(t) + 0y(t) = 2(t)

P= 0x(t) - 5y(t) = —5y(t)

Neste caso, podemos resolver individualmente primeiro a equacgao
em x(t) e depois em y(t).

Obtemos x(t) = zge**' e y(t) = yoe

Deste modo, (z(t),y(t)) = (6e?t,7e7>t) é uma curva solugao evo-
luindo com o tempo t em R%. Por exemplo, para t = 9 a solucao vai
estar em (2(9),y(9)) = (6e**,7e™5%9) = (6e!8,7e™1)

Faca voce mesmo as contas e comprove que tal z(t) e y(t) satis-
fazem a equagao

—5 xt

& — 2a(t)

W~ —5y(t)
Este caso foi muito simples pois a evolucao de z(t) ndo sofre inter-
feréncia da evolugao de y(t) e vice versa. Os caso mais interessante
¢ quando existe interferencia. Isto acontece quando b # 0 e ¢ # 0.
Esta analise serda o objeto do que segue.
Pode-se mostrar que para a, b, ¢, d, xo,yo € R fixos, so existe uma
fungao (x(t),y(t)) com t € R, tal que satisfaz ao mesmo tempo

z(0) = zo, y(0) = yo,
e a equacao
‘;—f = ax(t)+by(t)

% = cux(t)+dy(t)



O problema, ¢ claro, é como obter (z(t),y(t)) a partir dos dados
aclma.

Exercicio: Mostre que (z(t),y(t)) = (2¢7%,e"?)
edade (z(0),y(0)) = (2,1) e a equagao

satisfaz a propri-

flj—f = a(t) + 12 y(t)

@ = 3a()+1y)

Exercicio: Mostre que (z(t),y(t)) = (—2e7°% e™°!) satisfaz a
propriedade (z(0),y(0)) = (—2,1) e a equacao

b — () + 12 y(t)

W= 3 a(t)+1y(t)

Exemplo: Suponha que estamos analisando uma populacao de
N lobos e Ny coelhos e nosso objetivo é analisar como estas duas po-
pulacoes se propagam numa disputa natural. Assim, podemos supor
(simplificando o modelo) que um sistema linear de equagoes diferen-
ciais dado por

N{(t) = 9 = aN;(t) 4+ bNs(t)

Ni(t) = 22 = cNyi(t) + dNo(2)
onde aquib > 0, c < 0,a > 0ed > 0, descreve a evolugao do sistema.

N{(t) descreve a taxa de variacdo da populacao Ni(t) e Ni(t)
descreve a taxa de variacao da populacao Ns(t).

Neste caso, estamos supondo que a taxa de variagao do nimero
de lobos Nj(t) no decorrer do tempo é uma combinagao linear do
nimero de coelhos e o nimero de lobos. Nj(t)) vai crescer (b > 0)
quanto mais coelhos existirem. Os lobos (o predador) tem alimento.
O coeficiente a > 0 da conta do crescimento populacional de lobos
por cruzamento na espécie.

A taxa de variagdo do nimero de coelhos Ni(t) no decorrer do
tempo é combinacao linear do nimero de lobos e do nimero de co-
elhos. Ny (t) vai decrescer muito (¢ < 0) se o niumero de lobos for
grande. Os coelhos (a presa) sdo comidos pelos lobos. O coeficiente
d > 0 da conta do crescimento populacional de coelhos por cruza-
mento.

Os valores a, b, ¢, d podem ser estimados em funcao de dados reais.

Na situagdo em que a = 0,1, b=0=1¢,ed = 0,3 com N;(0) = xg
e No(0) = yp, temos que



dNy

— =0,1 N (¢
g~ o1
e
dN,
— = 0,3 No(t
dt ) 2( )a
ou seja,

N1 (t) = [Eoeo’lt
N(t) = yoe?"

Da mesma forma como acima obtemos a curva solucao
h:R— R?
t— h(t) = (2(t), y(t)) = (N1(£), Na(t)) = (201, yoe?)
onde h(0) = (xo, yo)
Os valores z( e yo representariam os valores das duas populacoes,
respectivamente Ny e Ny, no tempo ¢t = 0.

Se zo = 100 lobos e yo = 100 coelhos, entao. h(t) = (100e%, 100e%)

Voltemos ao caso geral. Vamos supor interferencia entre as po-
pulagoes Ny e Ny da seguinte forma.

% = aNy(t) + b Ny(t) = N{(t)

@2 = cNy(t) + d Nao(t) = Nj(t)
onde N1(0) =z e N2(0) = yo
Gostarfamos de saber quem é a curva (NVq(t), N2(t)) no plano (ver
figura 1.12)

Queremos tentar encontrar (otimisticamente) uma solugao do tipo

Nl(t) = Ale’\lt + A2€A2t
NQ(t) = Ble’\lt + Bg@Aﬁ

Em principio a solugdo poderia nao ser desta forma (felizmente,

Objetivo: Encontrar os valores para Ay,As,B1,B2,\1 € Xy
Primeira Etapa: Ora, derivando em t

N{ (t) = Al)\le’\lt —+ A2>\26>\2t
e por outro lado assumimos que

, AN
NI(t) = d—tl = aNy(t) + bNy ()

Assim,



ClNl(t) + bNQ(t) = a(Ale)qt 4 A2€)\2t> 4 b(Ble/\lt 4 BQe’\Qt) —
(aAy + bBy)eMt 4 (aAy 4 bBy)e?

Mas como
AiheMt + Axdoe??t = Ni(t) = aNy(t) + bNo(t) temos que

Al)\le)‘lt + AQ}\QG)Qt =
(aAl + bBl)e)‘lt + (CZAQ + bBQ)G)\Qt.

A1

Igualando os coeficientes que multiplicam e*'? e et obtemos que

Al)\l = aA1 + bBl
Ag)\g = CLAQ + bBQ

Segunda Etapa:
Ny(t) = B’ + Byroe™

, dN.
Ny(t) = =% = eNi(t) + dNa(t)

Assim,

CN1 (t) + ng(t) = c(Ale)‘lt + A26)\2t) + d(Ble)‘lt + B2€A2t) =
(CAl + dBl)e’\lt + (CA2 + ng)GAQt

Mas como

BihieMt + Bodoe??t = Ni(t) = eN(t) + dNy(t) temos que

Bl)\l = CAl + dBl
B2>\2 = CAQ + dBQ

Terceira Etapa: Pegando as duas primeiras equagoes (de cada
uma das expressoes dentro do quadrado acima obtidas na etapa 1 e
2) chegamos ao sistema

n(E )= )

Pegando as duas tultimas equagoes (de cada uma das expressoes
dentro do quadrado acima obtidas na etapa 1 e 2) chegamos ao sis-

tema
Ay ) Ay
(s )=u(s )

one M é a matriz dois por dois



M:(i g).

Note que resolver o sistema acima equivale a resolver

o=((3 )0 ().
o=((5 ) (5 )

Ou seja, de maneira compacta

(M I —M) (gi ):0,

(Mo I — M) (gz ) =0,

onde I é a matriz identidade

= 1)

, . A
A1 é chamado de autovalor associado ao autovetor ( Bl )
1

A9 ¢ chamado de autovalor associado ao autovetor B
2

Para resolver tal problema necessitamos encontrar quem é Ay e Ay
que satisfaz

det(MI — M) =0

Lembre que dada uma matriz B, se det B = 0, entao existe um
vetor v tal que B(v) = 0. Esta é a razao para buscar as equacoes
acima (faga primeiro B = A\{I — M e depois B = \oI — M).

Sendo assim, desejamos resolver em A o polinomio de grau dois

det(A\ — M) = 0 < det M = det A__c“ A__bd = 0& (A —
a)A—d)—bc=0& XN —a\—d\+ad—bc=0& N\ — (a+d)\+
(ad —bc) =0 &



)\1: e 9 =

2 2

(a+d)++/(a+d)?—4(ad — be) \ (a+d) —+/(a+d)? —4(ad — be)

Acima usamos a formula de Bascara para obter a resposta. So-
mente quando as solucoes A sao reais que tem sentido considerar a
solugao acima.

As demais constantes Aq, Ao, B1 e By podem ser obtidos pelas
equagoes de autovetores. Vamos mostrar isto num exemplo concreto
a seguir.

N/ == 3N1 —2N2

, . . 1
Exercicio 1: Suponha que { N, = 2N, — 2N,

e ainda as populagoes iniciais, N;(0) = 100, N2(0) = 300; neste
casoa=3,b=—-2,c=2;d= -2

Determine os valores de Ay, A\g, A1, Ao, By e Bs.
Queremos resolver o sistema det(Al — M) =0onde A € R e

3 =2
- 3)
isto é,

det (A_?’ 2 ):O<:>(/\—3)(/\+2)+4:0<:>/\2—/\—6+4:

-2 A+2
0
SN-)\A-2=0&
_l’_
1—+/1—-4(-2
A= 5 (=2) S =2
N, A =-—1
Logo,

Sabemos que

100 = A; + A
300 - Bl + BQ
Al()\l — CL) = bBl
Ag(/\g — CL) = bBQ

quando t = 0 e pela equagao das derivadas



Ar+ Ay = 100 A=) = =2B, .. [ A= 2B
{ By + B, = 300 e{ Ay(—4) = —2B, ™Y 24,= B, ©
B = 4
BQ - 2A2
Temos
Al + AQ = 100 = Al - 100 - AQ = Al - 100 —A2
A+ 24, = 300 50 — 42 424, =300 SA, = 250
A= -2
AQ - 500
3

—200 500
A= A=
3 3
que
—100 1000
By =—F— By=——
3 3

Portanto, a solugao geral é dada por

Nl(t) e _%62t + %e_t
N2<t) == _]-g_Oth _'_ %6_15

Informacgoes importantes:

Supondo que todos os coeficientes Aq, A, By, Ba, A1, Ay sao dife-
rentes de zero, queremos saber se as populacoes se extinguem ou
explodem.

lim N(t) = tli+m ANt 4+ Aye™?t = lim Aje® 4 Aje™! =

t—-+o00 t——+o0

A; lim e* = —x0
t——4o0

lim Ny(t) = lim BieM! + By = lim Bie® 4 Bye ™' =

t——o0 t——+o0

By lim % = —x
t——+o00



N, coelhos

A
h(¥)
N,

'
N, lobos

Figura 1.12:

Portanto, com os coeficientes encontrados no exercicio, as duas
populagoes se extinguem quando o tempo fica ilimitadamente grande.

Nem sempre ocorre das populacoes se extinguirem ou irem para
o valor infinito.

. . : o= Tr—dy
Exercicio 2: Suponha o sistema linear { Y = —92+Ty

Perguntas: O que acontece em geral com as populagoes z(t) e
y(t)?
Assuma que a condigao inicial é z(0) = 4 e y(0) = 1.Calcule

x(t) e y(t).

= A1t Aot
A solucao é do tipo { x(t) AreMt 4 Age

y(t) Bleht + BQGAW:

Queremos obter os autovalores da matriz

7 —4
v= (5 7)

ou seja, obter os valores A tais que det(Al — M) = 0, isto é,

DI A3) 4V 14112
N 2 N 2 2
As solugoes da equacao polinomial sao Ay =13 e Ay =1
Portanto, a solugao (x(t),y(t)) é dada por

A




Nz“

20
N,(t)

0 7 N,(® N:

Figura 1.13:
z(t) = Ae’ 4+ Aset
y(t) = Bje'' + Bye!

Como

ZE(O) 4 1—|—A2— 4 Al— 4—A2
{ y(0) = 1 temos{ B+ B, = 1 { Bi= 1-B,

A1(>\1 — ) = bBl o A1(6) = —4B1 o 3A1 = —2B1
1 42(X2 —a) = bB, Ay(—6) = —4B, 34, = 2B,

Bl = _gAl

3

By = $A;

. Al_ 4—A2 A1: 4—A2 Alz 4—A2

A= 4— A, A = é

AQ - g A2 - 3
E ainda

B= I
(4

{ a(t) = fet+ gset com{ z(0)= 4
5 —



7 d
lim y(t) = lim (—Eem +-e")=0

t——+o0 t—-+oo 2

Suponha que z(t) = Ny(t) e y(t) = Ny(t) descrevem duas po-
pulagoes em competicao. Suponha que a populagoes iniciais, fossem
N1(0) =4 e Ny(0) = 20. Suponha que, como acima,

lim N1 (t) = 00,
t——+oo
e

Entao quando ¢ cresce imilitado, o presente sistema seria descrito
pela figura 1.13. Note que N;p(t) vai a infinito e Ny(t) vai a zero
quando t — oc.

Observagao: Note que (z(t),y(t) = (0,0)) para todo ¢ real sem-
pre satisfaz

‘i—f = axz(t)+by(t)

B — cx(t) +dy(t)
e ainda (z(0),y(0)) = (0,0).

Exercicio: Determine a solugao (z(t), y(t)) satisfazendo a condi¢ao
inicial (2(0),y(0)) = (2,3) do sistema de equagoes diferenciais

e —  g(t) + 12 y(t)

T= 3a(t)+1y)

Sugestao: Calcule primeiro as solugoes em A do polinomio do
segundo grau
det(A — M) =0,

1 12
v=(3 ¥)

Estes valores sao A =7 e A = —5. A seguir proceda como acima
resolvendo um sistema linear e usando o fato que (z(0),y(0)) = (2, 3).
A resposta é (x(t),y(t)) = (4e™t — 277, 27t + 7).

onde



Exercicio: Determine a solucao geral (z(t),y(t)) satisfazendo a
condigao inicial (x(0),y(0)) = (xo,y0) do sistema de equagoes dife-
renciais

‘Ull—f = a(t) + 12 y(t)

= 3a(t)+1y()

Sistemas de equacoes diferenciais da forma
‘fl—f = ax(t)+by(t)

@ = ca(t)+dy(t)

sao denominados de lineares, visto que fl—f e ‘fl—f dependem de ma-
neira linear de z(t) e y(t). Este ¢ um modelo bastante simplificado

Os problemas reais sao em geral mais complexos. E natural muitas
vezes uma descricao mais elaborada da competicao entre espécies
envolvendo termos nao lineares.

Exemplo: Por exemplo poderiamos ter
L — 52(t)? + 6.9 cos(y(t))

W= )P +4yt)+7

Por exemplo, se z(t) e y(t) descrevem duas populagoes distintas, a
equagao acima traduziria uma maneira mais complexa dos valores das
taxas de variagao destas populagoes (ao longo do tempo) dependerem
dos valores das populagoes z(t) e y(t).

A solucao (z(t),y(t)) com t € R, pode ser muitas vezes dificil de
explicitar, embora sob condicoes gerais, se saiba que existe e ¢é tnica,
fixada a condigao inicial (x(to),y(to)) = (r, s) no tempo ty, onde r, s
sao tambem fixos.

Felizmente alguns softwares mateméaticos como Mathematica, MA-
PLE e Mathlab permitem exibir solugdes aproximadas de (x(t), y(t))
o que pode nos dar uma boa ideia do que acontece em diversos pro-
blemas aplicados (ver [MA], [MAT], [MATL]).

O caso mais geral de equacao diferencial em R? seria
&= fla(t),y())

¥ = glz(t),y(1))
onde f: R? - Reg: R> — R.
Quando
f@y) =az+by



g(x,y) =cx+dy

obtemos um sistema linear de equacoes diferenciais.
No caso do ultimo exemplo acima temos que

f(z,y) =52%+6.9 cos(y),

glr,y) =2 +4y+7.

Note que no caso geral, se (xg,y9) € tal que f(xg,y0) = 0 e
g(xo,90) = 0, entdo, da mesma forma com antes, se a curva (z(t), y(t)),
t € R, for constante igual a (xg, yo) entao (x(t),y(t)), t € R é solugao
ou seja satisfaz a equacao acima. Dizemos neste caso que (z(t), y(t))
é uma solucao em equilibrio. Em muitos problemas reais, o que se
deseja é saber quem é (zy,yo) tal que as duas populagoes x(t) e y(t)
ficam em equilibrio nestes valores. Para tanto basta descobrir os
(x0,%0) tal que (f(zo,y0),9(z0,y0)) = (0,0). Neste caso, a solucao
(x(t),y(t) fica parada na posicao (z¢,yo) com a variacao de t.

Da mesma maneira como antes, alguns equilibrios sao estaveis
e outros nao. O exame destas possibilidades é mais complexo na
presente situacao (ver [B])

Note que quando o sistema é linear, sempre vale que (f(0,0), g(0,0)) =
(0,0). Logo, neste caso, a funcao (z(t),y(t)) = (0,0) para todo ¢ real
é solucao de equilibrio.

E muitas vezes muito ttil para se ter uma idéia da evolucao
dinamica das distintas solucoes analisar o desenho no plano R? de
varias curvas solugoes. Na figura 21 desenhamos duas no caso de
um certo sistema linear. Na seguinte figura 22 exibimos trés em
outro exemplo distinto de equacao diferencial linear. A descrigao
geométrica no plano das distintas solugoes é chamado de espaco de
fase da equacao diferencial.



TN
Y, x

Figura 1.14:
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