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Uma primeira deducgao

Vamos considerar a difusao de calor em uma barra cilindrica homogénea
de comprimento L, cuja secao transversal apresenta pequeno didmetro, e
que nao troca calor com o meio externo a nao ser através de suas extremi-
dades. Vamos supor que a temperatura seja a mesma em cada ponto de uma
mesma segao transversal, de forma que s6 dependa de z € (0, L) (distancia
ao extremo esquerdo) e t > 0 (tempo). Logo a temperatura é dada por uma
funcao de duas variaveis u(z,t).

Vamos considerar um pequeno segmento do cilindro de comprimento 2§ >
0 centrado em z. Temos, para At pequeno,
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onde % significa o fluxo de calor que entra neste pequeno segmento

e A é uma constante associada a capacidade térmica da barra. A aprox-
imacdo acima representa o fato de a taxa de variacdo de temperatura ser
proporcional ao fluxo de calor que entra neste pequeno segmento e inversa-
mente proporcional ao seu comprimento.

Ora, para h positivo e pequeno (h << §), temos
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onde
AQEsh Bu(sc — 6 —h,t) —u(z — 0+ h,t)
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¢ o fluxo de calor que passa pelo extremo esquerdo do segmento (posi¢ao
x—190),e
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é o fluxo de calor que passa pelo extremo direito do segmento (posigao z+9).
Em ambas as expressoes B é uma constante ligada & condutividade térmica
da barra.
Agora, para h muito pequeno, temos as aproximagoes
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Portanto A
A—Cf = B(ug(x +0,t) — ug(x — 6,1)).

Como
Ug (x4 0,1) — uz(x — 0,t) = 26 ugy(z, 1),

obtemos a. EDP do calor u; = kug,, ao fazermos k = AB e lembrarmos que

v = lim u(x,t + At) — u(:c,t).
At—0 At

Deducgao em um caso mais geral.

Seja um corpo soélido, de condutividade térmica k, que ocupa uma regiao
limitada e conexa A C R™. Vamos considerar ainda que sua superficie,
OA & suficientemente diferenciavel (o suficiente para garantir a aplicagdo do
teorema da divergéncia).

De acordo com a lei de Fourier para a conducao do calor, o fluxo de
energia térmica por A, ®4, relaciona-se ao gradiente de temperatura em sua
superficie através da expressao’

a(t) =~k ¢ Vau(t,&) n()d" ¢, (1)
oA
onde @4 (t) é o fluxo por A no tempo ¢, k é a condutividade térmica do corpo,
n(¢) é a normal & superficie JA no ponto £ € A e Vu(t,§) é o gradiente da
temperatura nesse mesmo ponto.
A relacao entre variacao de temperatura e transferéncia de energia tér-
mica em um dado ponto do corpo é dada por
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onde @) é a energia térmica, ¢ é o calor especifico do corpo e p a sua densidade
de massa.?

'O sinal negativo em (1) é reflexo da 22 lei da termodinamica, se uma regido possui
temperatura superior a sua vizinhancga, o fluxo de calor é positivo, ou seja, essa regido
perde energia térmica.

2Eventualmente, as quantidades k, ¢ e p podem ser funcdes das demais variaveis. Por
exemplo, sabe-se que calor especifico varia com a temperatura; a densidade de massa
poderia depender do ponto.
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Obtemos a equacao do calor a partir das equagoes (1) e (2) e do teorema
da divergéncia.

O principio da conservagao de energia garante que no intervalo de tempo
entre os instantes 7y e 71, a energia térmica transferida através da superficie
somada & variacao interna de energia térmica é uma quantia nula.

A quantidade de energia térmica recebida pelo corpo entre os instantes
70 € 71 € dada por

/ " oa)dt. (3)
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De alguma forma essa energia é distribuida pelo corpo, porém estamos
supondo que independentemente do modo como ela é distribuida, a relacao
entre a sua variagao em um ponto e a variacao da temperatura nesse mesmo
ponto é dada por (2). Assim, a integragao de (2) por todos os pontos de Ae
no intervalo de tempo (79, 71) € igual a

T1 aQ "
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e mede a variagao de energia térmica no volume A. Portanto, o principio da
conservacgao de energia garante que

/T:/A%—?(t,x)d"xdw/: Dp(t)dt =0 (4)

para qualquer intervalo (7o, 71) e qualquer A.
Substituindo (1) e (2) em (4) temos
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e utilizando o teorema da divergéncia para a segunda integral da equagao

anterior
T1 6 T1
/ / cp —u(t,x)d”x dt — / k:/ Au(t,x)d"xdt =0
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que implica
1
/ / (cp @(t,x) - k:Au(t,x)) d"zdt =0,
0 JA ot

onde Au é o laplaceano de u (no R? e em coordenadas cartesianas, Au =
0%u n 0%u n 82u)
0x?  Oy? 022

integracao, podemos concluir que a temperatura do corpo satisfaz a equagao

ou k
E = aA’UJ,

. Como a integral anterior é nula e independe das regices de

que é a equacao do calor em uma forma mais geral.



