CAMPO ELETRICO GERADO POR DOIS FIOS PARALELOS

Consideremos o problema de determinar as linhas de forca e as superficies equipotenci-
ais do campo elétrico gerado por dois fios paralelos de material condutor, carregados com
cargas opostas de mesma densidade. Devido a simetria do problema, s6 duas dimensoes
de espaco sao relevantes. Tomando um sistema de coordenadas em que o eixo 7 seja pa-
ralelo aos fios, o campo, o potencial e as forcas elétricas vao depender s6 das coordenadas
x e y. Podemos visualizar o problema no plano. Mas na verdade um ponto deste plano
vai representar uma reta no espaco tridimensional (a reta passando pelo ponto e paralela

ao eixo 7). E como se estivéssemos olhando de cima e vissemos a reta como um ponto,
um cilindro como um circulo, e assim por diante. Na

P Figura 1, os pontos A e B representam fios paralelos
de um material condutor. Sejam A (A > 0) a densidade
dp i linear de carga (carga por unidade de comprimento) do
/ o fio A e —\ a densidade de carga do fio B. Estamos in-
s teressados no campo elétrico num ponto P. Queremos
B A encontrar a linha de forca e a superficie equipotencial
passando por P. Vamos primeiro encontrar o potencial
. gerado por um tunico fio e depois, somando os resulta-
Figura 1

dos, obter o potencial gerado pelos dois fios.

Potencial gerado por um fio. A origem representa agora um fio de material condutor,
a densidade de carga vale A e queremos saber o valor do potencial elétrico no ponto P.
Por uma questao de simetria, o campo elétrico E vai ser per-
pendicular ao fio e sua intensidade nao vai depender da coor-
denada Z.

Dado um ponto P no espaco, seja O o ponto do fio mais
proximo de P. Coloquemos sobre o fio a coordenada 0 no

ponto O. Sejam dE, e dE, os campos elétricos gerados por
d segmentos de comprimento dz medidos, repectivamente, a par-
—z tir dos pontos de coordenada z e —z. A carga elétrica em cada
Figura 2 um destes segmentos vale Adz. Seja dE a resultante de dF; e
dF,.

A componente vertical de Eénulaea componente horizontal vale
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Logo a intensidade no ponto P do campo gerado pela carga distribuida ao longo de todo
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e, fazendo uma mudanca de variavel w = z/r,
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Para obter o potencial elétrico u, lembremos que
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Mas a funcao u depende apenas da distancia r do ponto P ao eixo Z. Isto é, é da forma
u = u(r). Portanto

du 7
Vu=——-,
" dr r
onde 7 = (z,y,0). Comparando com
— A v
E= T
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que decorre da expressao (1) obtida acima, vemos que deve-se ter

du A
dr  2meyr
Portanto u é do tipo
A
u(r):_cho Inr+C,

para alguma constante C'. Qual o valor da constante? Lembremos que o importante é
nao tanto o potencial em cada ponto, mas sim a diferenca de potencial entre pares de
pontos (por exemplo, o trabalho realizado pela forca elétrica sobre uma carga que se
desloca entre dois pontos vale o produto da carga pela diferenca de potencial entre os dois
pontos). Portanto o valor da constante C' nao é relevante, pois C' é cancelada quando se
calcula a diferenca de potencial. Fazemos entao a escolha mais simples possivel, ' = 0.
Chegamos assima a expressao

u(r) = — A Inr (2)
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para o potencial gerado por uma distribuicao uniforme de carga elétrica sobre um fio
infinitamente longo, sendo A a densidade linear de carga.

OBS: Decorre da expressao (2) acima que

lim wu(r) =400 e lim u(r) = —oo .

r—0+ r—>00
Normalmente quando procura-se a expressao do potencial usado o método acima, escolhe-
se a constante aditiva de maneira que o potencial tenda a 0 no infinito. No presente caso
isto nao é possivel. Para entender a razao disto, ou melhor dizendo, porque isto nao
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representa uma inconsisténcia em nosso modelo, notemos que no presente modelo a carga
elétrica total sobre o fio é infinita, coisa que na vida real nunca acontece.

Potencial gerado pelos dois fios. Para fixar as idéias, suponhamos que, na Figura 1, os
pontos A e B tenham coordenadas A = (1,0) e B =(—1,0). As distancias d4 = |AP]
e dg = |BP| valem, entao,

da=/(x—1)2 4 y? e dp =+ (x+1)2+y>.

O potencial u gerado pelos dois fios, sendo a soma dos potenciais gerados por cada um
dos fios individualmente, vale

A A (v + 1)+ y?
=— Inds —Indg) = 1
“ 27T60<n AT B> 27 € n((:z;—l)2+y2

Logo as superficies equipotenciais (representadas por curvas no plano XY') sao a familia

das curvas de nivel

(z+1)*+y° . .
Inf ————— | = Kk — K
n<(x_1)2+y2 N, (—oo < K < +00)
ou, equivalentemente (escrevendo K =1In(C'),
(z+ 1)+
— = C>0). 3
(x _ 1)2 —I— y2 Y ( ) ( )

Reescrevemos (3) como
(x+ 1) +y*=C((x—1)"+y")
isto ¢,
(C=1)(a*+y*+1)=2(C+1)z . (4)

Para C' # 1 (4) representa uma familia de circulos. Porém, um membro desta familia,
para C'=1,éo0eixo Y, 2 =0.

C+1
Chamando de D = C——I—l , podemos reescrever (4) na forma
:1;2—|—y2—|—1:2D:1;. (5)
A maneira mais simples de descobrir a variacao do parametro D é olhando para o grafico
1
da fungdo D = f(C)= D = %

Vemos que quando (' varia no intervalo
: 0 < C < oo, vamos ter que D varia no
............................................ COHjUHtO |D| > 17 ou Seja

D€ (—oo,—1)U(1,00) .
Completando o quadrado na expressao (5),
tem-se

:1:2—2D:1;—|—D2—|—y2:D2—1,



isto é,
(:1:—D)2—|—y2:D2—1.

A conclusao é que as superficies equipotenciais sao os circulos (na realidade, cilindros

circulares) centrados em pontos (D,0) de raio v D? — 1, para |D| > 1.

Linhas de forga. Para determinar as linhas de for¢a do campo gerado pelos dois fios,
usamos o fato que as linhas de forca e as superficies equipotenciais cortam-se sempre
ortogonalmente. Portanto, do ponto de vista matematico, o problema que queremos
resolver é o de determinar as trajetérias ortogonais a familia de circulos (5).

Solucdao do problema. Seja F; a familia de circulos (5) e seja Fy a familia das
trajetorias ortogonais a familia F; . O primeiro passo é encontrar uma equacao diferencial
de primeira ordem, da qual F; seja a solugao geral. Reescrevendo (5) como

:1;2—|—y2—|—1_

X

2D

b
pensando em y como funcao de x e derivando em relacao a x, obtém-se

2z +2yy)r— (2> +y* +1)

2

=0.

x
O numerador desta fracao deve se anular. Logo
2eyy +2P—y*—1=0.

Logo os circulos da familia F; dada satisfazem, todos eles, a equacao diferencial em forma
normal

,_yz—xQ—l—l
B 2xy '

Usando a condi¢ao de ortogonalidade, a familia ortogonal F; deve satisfazer

) 2zy

V=t (6)

2 —y2 -1
Para resolver (6), reescrevemos esta equagdo como
2eydr+ (y* — 2>+ 1)dy =0 . (7)

Vamos procurar um fator integrante para (7). Investigando a existéncia de um fator
integrante u(y) dependendo s6 de y, multiplicamos (7) por u(y), obtendo

2ay p(y)de + (y* —2* + 1) u(y) dy =0 .

A condicao para que esta tultima seja uma equacao exata é que

(2ryuw) = (v~ 2"+ Dutw) .
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isto é,
22 (p(y) +y ' (y) = =22 p(y)

ou ainda,

w(y) +yu'(y) = —ply) . (8)

Como z foi eliminado, a condi¢do (8) é uma equacao diferencial ordindria, que pode ser
facilmente resolvida separando as varidveis,

d d d
y W o /_M:/_Q_y'
dy Jz Y

Nao estamos interessados na solucao geral desta iltima equacao diferencial. Basta-nos
ter um fator integrante. Escolhendo, entao, a constante de integracao como 0, obtemos

Ing=-21Iny.
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Encontramos assim o fator integrante p = y~* para (7). Multiplicando (7) por p =1y~?,

obtém-se a equacao exata
2ey tde 4+ (1 — 2y 4y H)dy=0.

Para resolvé-la, procuramos uma funcao de duas variaveis F(z,y) satisfazendo

g—F =22y !

x

oF (9)
e T

dy

Da primeira condicao acima segue que

Fla,y) =2y +o(y), (10)
com ¢(y) dependendo s6 de y. Derivando (10) em relagao a y,

oF

or _ 2 -2 /
99 'y~ 4+ @' (y)

e comparando esta tltima com a segunda condicao em (9), segue que

Ply)=1+y".
Integrando esta 1ltima e tomando a constante de integracao como sendo 0, segue
ply)=y—y .

Portanto uma funcao que satisfaz (9) é

Fle,y)=a2>y ' +y—y~".
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Logo a solugao geral de (7) é

Py ty—y =0,

que pode ser reescrita de maneira mais simples como
2 .2 _
4y " —Cy—1=0. (11)

Logo a familia F; das linhas de for¢a também é uma familia de circulos. E imediato
verificar que @ = +1, y = 0 sao solucoes de (11). Logo
a familia F, das linhas de forca é a familia dos circulos
que passam pelos pontos (1,0) e (—1,0). A figura ao
lado re-presenta as duas familias de circulos. Os circulos

tracados com linhas mais grossas representam a familia F;
das linhas equipotenciais e os circulos desenhados com li-
nhas mais finas representam a familia F; das linhas de
forca.




