EXEMPLO — Equacao de Euler com raizes complexas
e apliacacao a um problema de Dirichlet

Sabemos que, para resolver a Equacao de Cauchy—FEuler
az?y" +bry +cy=0, (1)

devemos comecar procurando uma solugao da forma y = 2™ . Substituindo em (1) vemos
que m deve ser raiz da equacao algébrica

am(m—1)+bm+c=0. (2)
Suponhamos que (2) tenha raizes complexas m = o+ ¢ 3. Com elas construimos duas
solugoes linearmente independentes de (1),

2 = gotifs e 2o = 2718

Ja tinhamos trabalhado com exponenciais com expoente complexo, mas de base e. E facil
dar um sentido as exponenciais acima, cuja base nao ¢é e:

2= g0 = g2 1P = ™. (elnxyﬁ = g% . fine — go. <COS (B Inx)+isen (8 1n:1;)> )
Analogamente obtemos
2y = 2% = ™. <COS (B Inx)—isen (B In :1;)) )

As duas solugdes z; e z3 de (1) encontradas acima sao linearmente independentes mas
assumem valores complexos, o que pode ser um inconveniente para algumas aplicacoes.
Por esta razao, vamos preferir as combinacoes lineares delas

21— 22
21

Z1 + 22

2

=a%sen(f Inzx) ,

Y1 = =x%cos (3 Inx) , Yy =

que sao linearmente independentes e reais.

Aplicagao (exercicio 9 da lista 11). Determine a temperatura estacionaria em uma
barra, cuja secao é um “retangulo curvilineo”, com duas faces consistindo de arcos de
circulo subintendendo um angulo a e centrados na
origem, enquanto que as outras duas faces consis-
tem de segmentos de raios do circulo maior. A face
retilinea # = o é mantida a temperatura constante
Uy, enquanto que as demais faces sao mantidas a tem-

peratura 0.




Precisamenete, temos o problema de Dirichlet:

1 1
Upp + = Uy + —ugg =0, (a<r<b,0<0<a)
r r

u(r,0) = u(a,8) =u(b,0) =0
u(r, o) = Uy

Resolvendo pelo método de separacao de variaveis, comegcamos procurando u da forma
u(r,0) = @(r)(0). Substituindo na equacao diferencial, temos

() (0) + (1) 6(0) = — 3 () ()

Multiplicando por r? e dividindo por ¢(r)(0), obtém-se

r2 99”(7“) + rc,o’(r) _ _¢//(9) .
p(r) ¥(9)

Ficamos, entao, com duas equagoes diferenciais independentes:

r2"(r) +r@'(r) — Xp(r) =0 e P"(0) + Ap(0) =0 .

A primeira é uma equacao de Cauchy—FEuler e a segunda é uma equacao linear de coefi-

cientes constantes. A condigao de fronteira 0 = u(a,0) = ¢(a)(0) nos da ¢(a) = 0,
pois caso contrario, terfamos () = 0, para todo 6, que corresponde a solucao tri-
vial uw = 0. Analogamente as condigoes de fronteira u(b,6) = 0 e u(r,0) = 0 nos dao
©(b) =0 e ¢(0) = 0. Passemos ao estudo do problema

{ 1 () 1 (r) = Mpl(r) = 0
ola) = (b) = 0

1° Caso: A >0

Neste caso, A = p?, com u > 0. A equacao algébrica m(m — 1) +m — u? = 0 tem duas

raizes reais diferentes my; =y e my = —p. Logo a equagao de Cauchy—FEuler
) ) i () = 0
tem solucao
o(ry=Ar"+ Br *.
Aplicando as condic¢oes de fronteira, temos

Aa*+Ba* =0
A4+ Bb* =0

Segue dai que A= B =0, pois

(5 5)-() () o
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pois a <b. Logo ¢(r) =0 e a solucao é trivial.

2° Caso: A =0

Neste caso, a solucao da equacao de Euler r*¢"(r) +r¢'(r) =0 é ¢(r)= A+ Blnr,
pois a equagao algébrica m(m —1)+m =0 tem raiz dupla m; = my = 0. As condigoes
de fronteira ¢(a) = ¢(b) = 0 nos dao A = B = 0 . Este caso, portanto, também é
trivial.

3° Caso: A <0
Neste caso, A = —u?, com u > 0. A equacao algébrica m(m — 1) + m + p*> = 0 tem
duas raizes imaginarias mq =t € mg = —i . Logo a equacao de Cauchy—Fuler

() + e (r) + pte(r) =0
tem solucao
o(r)=Acos(p Inr)+ Bsen(uInr) .

As condigoes de fronteira ¢(a) = ¢(b) =0 nos dao

A cos(p Ina) + Bsen(p Ina) =0
A cos(p Inb) + Bsen (p Inb) =0

S6 teremos solucao nao trivial para nosso problema, se o sistema acima possuir solucao
nao trivial para A e B, mas isto s6 acontece se seu determinante for nulo, isto é,

cos(pIna) sen(plna) \
det ( cos (pr Inb) sen(pInb) | 0.

ou seja,
0 = sen (1 Inb) cos (i Ina) — sen (i Ina) cos (g Inb) = sen (,,L (Inb — lna>> .
Segue que devemos ter
p(inb—1Ina) =nn,

ou seja,

nm

= =1.2.3....
K Inb—1Ina ’ " 23,

Encontramos assim as funcoes

Lpn(r):Ancos< nmlnr )—I—anen< nmlinr ) ‘ )

Inb—1Ina Inb—1Ina

Mas temos a condi¢ao @(a) =0, dizendo que

| |
A cos (&) + B sen (&) _0 )

Inb—1Ina Inb—1Ina
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Em (3) acima, @, (r) estd expressa em termos de duas constantes A, e B,, mas, usando
(4), podemos eliminar uma constante.

1
Multiplicando (3) por sen( nw g ) , obtemos

Inb—1Ina
(r) nTlna _ 4 nmlnr nTlna N
Pl SCl Inb—1Ina/ n €08 Inb—1Ina se Inb—1Ina

B nmTlnr nmTlna
n et Inb—1Ina se Inb—1Ina/

Usando (4), segue que
(r) nmTlna _ 4 nmTlnr nTlna
Pnil)Sen Inb—1Ina) n €O Inb—1Ina se Inb—1Ina

A nmlnr nmTlna
n et Inb—1Ina cos Inb—1Ina/ ’

e, finalmente,

o) sen (M) b <m<1m_1na)> 5)

Inb—1Ina Inb—1Ina
1
Analogamente, multiplicando (3) por cos nr T , obtém-se
Inb—1Ina
ntlna nm(lnr—1Ina)
#nlr) cos <lnb—lna> e ( Inb—1Ina ) (6)

Como cos M e sen M nao podem ser ambos nulos, segue de
Inb—1Ina Inb—1Ina

5) e (6) que existe uma constante F, (iguala —A,sen"'({nm Ina/(Inb—1Ina ou a
g

B, cos™! <n7r Ina/(Inb—1In a)> ) tal que

m(lnr_lna)> |

Inb—1Ina

on(r) = E, sen (

O valor de A que corresponde a ¢, (r) é

2
M= —pt=— [ — )
K <lnb—lna>

Pondo este valor de A na outra equacao, obtemos

nm

o0 ( )2¢<0> 'y

Inb—1Ina
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cuja solucao é

nmtb nmb
P(0) = C exp <lnb—lna> + D exp <_lnb—lna> '

Usando a condigao de fronteira ¥ (0) = 0, obtemos C' 4+ D =0 e, dal,
0
¥,(0) = F, senh <L> )

Inb—1Ina

O terceiro caso nos da, portanto,

Inr —1 0
un(r,0) = A, sen (nw(nr na)) - senh <L> )

Inb—1Ina Inb—1Ina

Fazendo a superposiicao dos termos encontrados, obtemos

nm(lnr—1Ina) nmo
ZASGH( Inb—1Ina )lsenh<lnb—lna>'

Finalmente, usando a condic¢ao u(r,a) = Uy, temos

(Inr—1
ZA sen <n7r nr na)) - senh <£> , para todo r € (a,b).

Inb—1Ina Inb—1Ina

Observemos que a expansao acima nao é uma série de Fourier (na varidvel r), mas se
converte em uma série de Fourier pela mudanca de variavel

_ m(Inr —Ina)
Inb—1Ina

De fato, quando r varia no intervalo @ < r < b, vamos ter 0 <t <7 e

nTa
ZA senh (hqb—lna)'sennt , vVt e (0,7),

que é uma expansao em série de senos no intervalo (0, ), para a fungao constante. Segue

A, senh _nre :2/ Uysennt dt =
Inb—1Ina T Jo

que

0, se n € par;

—— , sen eimpar.

Finalmente, obtemos a resposta
< wen ((2m—|—1)7r(1nr—1na)>‘Senh<(2m—|—1)7roz>

(r,0) 4 U, Inb—1Ina Inb—1Ina
u(r,l) = ——
nTm 2 1
Z (2m + 1)senh (M)

Inb—1Ina
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