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Propagacao de erros numéricos;

Derivacao e integracao numérica;

Métodos de passo simples e multiplo; explicitos e implicitos.
Métodos de discretizacao parcial; o Método das Linhas.

Revisao de pré-requisitos basicos.

Analise de estabilidade numérica: Fourier, Von Neumann, espectral.
Convergéncia e o teorema de Lax-Wendroff, Lax-Richtmeyer.
Solugdo numérica de equagdes parabdlicas.

Solugdo numérica de equagdes hiperbdlicas.

Solugdo numérica de equagdes elipticas.

1 Propagacao de erros numéricos e estima-
tivas

Em Anéalise Numérica duas fontes de erros numéricos se sobresaem: erros de
arredondamento e erros de truncamento. Definigoes precisas dessas fontes de er-
ros dependem do problema em questao .

Exemplo 1.1 : Recursao escalar.

Considere a avaliagdo numérica da seguinte recursao :

Tp+1 =42, —1 ;n>1
1’1:1/3

A solugéo analitica é x,, = 1/3 para todo n > 0.
A solugado numeérica em Gnu-Fortran 77 (g77), usando precisdo dupla em ambiente
IBM PC e Linux, nos d4i a tabela seguinte.

n T, n T,

1 0.333333333 | 21 0.333251953 srogram exemplol

2 0.333333333 | 22 0.333007812 Honble procision <

3 0.333333333 | 23 0.33203125 S

4 0.333333333 | 24 0.328125 .

5 0.333333333 | 25 0.3125 _—

6 0.333333333 | 26 0.25 % — 1.0D0/3

7 0.333333333 | 27 0. do i—1n

: dawam 2 ) R s
10 0.333333333 | 30 —21. odde T

11 0.333333333 | 31 —85. o

12 0.333333333 | 32 —341.

13 0.333333332 | 33 —1365. _

14 0.333333328 | 34 —5461. # Script em Maple

15 0.333333313 | 35 —21845. printlevel:=0;

16 0.333333254 | 36 —87381. n:=40; x:=1.0/3;

17 0.333333015 | 37 —349525. for i from 1 to n do

18 0.333332062 | 38 —398101. print (i,x); x:=4*x-1.0;
19 0.333328247 | 39 —5592405. end do;

20 0.333312088 | 40 —22369621.

A explicagao do fendmeno é simples: por nao ter uma representacao binaria finita,
o namero real 1/3 ndo pode ser representado exatamente no computador:



i+ _ 4 11 1
3 4-1 1-1/4 4 #78
1o 1+1+i+ — (0.01010101....)
3 22 o1 26 .= . D)

e assim temos que 1 = 1/3 4 ¢, onde € é um ntiumero de magnitude muito pequena
que depende da aritmética ponto flutuante utilizada pelo computador.
Dessa forma, existe uma tnica fonte de erro, e uma propagacao desastrosa:

.’El—]./?):E
xo—1/3=4(x1+¢€)—1—1/3 =4e
r3—1/3=4(xy +€) —1—1/3=4%

e de uma forma generalizada temos z,, — 1/3 = 4" ~!e. Dessa forma o erro numérico
é quadruplicado a cada iteragao .

Definigao 1.1 Erros que ocorrem devido ao fato do computador trabalhar apenas
com numeros com representac¢do bindria finita sao chamados erros de arredonda-
mento.

Definigao 1.2 Um numero real a possui representacdo no computador a ser deno-
tada por fl(a) ou a.

Exemplo 1.2 : Avaliagao de fungoes transcendentes.

Diferentemente das fungoes algébricas, fungoes transcendentes nao podem ser
avaliadas como um ntmero finito de operagdes aritméticas (4, —, *, +).

e Considere a avaliagdo numérica da raiz quadrada de um namero positivo a dado.
Essa tarefa, ao computador, normalmente é feita através da recursao :

T, a
Tt T 9,
onde o valor inicial g é adequadamente definido em termos de a.

Novamente, erros de arredondamento estao presentes em todos os estagios da
computacao . Entretanto, uma caracteristica dessa recursao é a rapida convergén-
cia ao valor desejado, o que minimiza tremendamente a propagacao dos erros de
arredondamento.

Pode-se mostrar que fI(1/fl(a)) = fl(y/a), ou seja, a resposta dada pelo com-
putador ainda é a melhor possivel em aritmética finita.

e Considere a avaliagao numérica da exponencial de um ntmero real a dado.

Ao computador, a exponencial pode ser calculada através de sua série ou ex-
pansao de Taylor:

Os termos parciais

2 3

Ooa' a a
Zj_1+a+—+—+ A+

|
i=0 3!

2 a3

- al a

=D q=ltat g+t
! 2

=0
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sao entao avaliados em IBM PC Gnu-Fortran77:

3

Sn

2.609437912434101
3.904583109424218
4.599401703471827
4.878968550352922
4.968957646838940
4.993096290770655
4.998646240584719
4.999762778040077
9 4.999962444452445
4.999994579521835
4.999999281285380
4.999999911885088
4.999999989955171
4.999999998930096
4.999999999893068
4.999999999989933
4.999999999999104
4.999999999999924
4.999999999999993
4.999999999999998
4.999999999999998
4.999999999999998
4.999999999999998
4.999999999999998
4.999999999999998

00 O Ui Wi

25

s — €|

0.23905620875E + 01
0.10954168905F + 01
0.40059829652F + 00
0.12103144964F + 00
0.31042353161F — 01
0.69037092293E — 02
0.13537594153E — 02
0.23722195992F — 03
0.37555547555E — 04 | ©
0.54204781641F — 05
0.71871461937E — 06
0.88114910923F — 07
0.10044828080F — 07
0.10699032771F — 08
0.10693135266E — 09
0.10065726031E — 10
0.89528384706E — 12
0.75495165675E — 13

n

a
T
n.

program exemplo2
double

precision

a,a_ n,s ne n

integer nmax,n,i

a = log(5.0D0)
nmax = 25
a_ n = 1.0D0
s n = 1.0D0
do n=1,nmax
a n=a%* n/n
S n=s n+a n
e_n = abs(exp(a)-s_n)
write(*, (i3,x,£30.16,x,e20.12)")

0.62172489379EF — 14 nvS_nvg_dn
0.88817841970F — 15 end 0
€en

0.88817841970F — 15
0.88817841970F — 15
0.88817841970F — 15
0.88817841970F — 15
0.88817841970F — 15

Além dos inevitaveis erros de arredondamento, ao calcular cada s,,, temos também
um erro de truncamento, pelo fato de nao estarmos considerando os termos finais

(cauda) da série.

Nesse exemplo, os erros de arredondamento podem ser desprezados em comparag¢ao
aos erros de truncamento (diferentes ordens de magnitude).



2 Derivacao e integracao numéricas
Exemplo 2.1 : Avaliagao numeérica de derivadas.

Seja o problema de calcular numericamente f’(1) para uma dada fungéo continua
flz): I —R, 1€l

A estratégia é aproximar a derivada por diferentes formulas de diferencgas fini-
tas:

dl(h)zw,dg(h):f(1+h)_f(1_h)

h 1+ 2h 1+h 12h

e gostariamos de saber se alguma das formulas acima deveria ser preferida as demais.
Lembramos a Série de Taylor para f(z) em z = 1:

R f(1) R he f™ (1)
o T et

fA+h)=f(1)+hf'(1)+

+ ...

assumindo que f(z) seja analitica em alguma vizinhanga de = = 1.
Temos entao

dy(h) = % [f(l) +hf'(1) + th;;(I) + hgf;)(l) +... —f()| =

£0) + hf;(l) N hgf;)(l) +h‘°’f:‘!)(1) P
a0 passo que
da(h) = % {f(l) +hf'(1)+ h2f2’;(1) + h3f;3;)(1) +..+ % +
- (f<1> hp+ LW BRI COa) )} _
e BLOW 1O O
) =5 | (50 + 205'0) + ), @A), @R )
_ (m) ) 4 h2f2’;(1) N h3f;><1> h4fz><1> L ) N f(l)} _

%M"UH 3@;’;(1) 7h2];(!3)(1) 15h3£!(4)(1)

As quantidades

e1(h) = dy(h) — f'(1)
ea(h) = da(h) — f'(1)
es(h) = ds(h) — f'(1)

sao erros de truncamento pois sao resultado da aproximagao de um operador de
dimensao infinita (a derivada) por uma diferenga finita.
Vemos que apenas as duas primeiras aproximagoes podem ser titeis na aproximagao

de f'(1) se f(1) # 0.

Definicao 2.1 No contexto de nosso problema, uma aprorimac¢ao € consistente
se o correspondente erro de truncamento tende a zero ao h tender a zero.

As aproximagoes di e do s@o consistentes, enquanto que dz é inconsistente.
Aém disso, assintoticamente,

di(h) = f'(1) 4+ O(h) ao h — 0
do(h) = f'(1) + O(h*) ao h — 0

e entao d; é um aproximagao consistente de primeira ordem, ao passo que dy é
uma aproximacao consistente de segunda ordem.
A tabela abaixo mostra a computacao dessas duas aproximagoes para 0 caso em

que f(z) = exp().

h e1(h) ea(h) program exemplo3
0.1E 401 0.1952F + 01 0.4762F + 00 double precision
0.1E+00 | 0.1406E +00 | 0.4533E—02|  h,dl,d2,deone
0.1F —01 0.1364F — 01 0.4530F — 04 integer i
0.1E — 02 0.1360F — 02 0.4530F — 06 one=1.0D0
0.1E —03 0.1359F — 03 0.4531F — 08 h = one
0.1F — 04 0.1359F — 04 0.5859F — 10 de= exp(one)
0.1F —05 0.1359F — 05 | —0.1635E — 09 do i=1,16
0.1E—06 | 0.1399E —06 | 0.5859E — 10 d1=(exp(one-+h)-
0.1E — 07 | —0.6603E — 08 | —0.6603E — 08 |  exp(one))/h
0.1E—08| 0.2154E —06 | —0.6603E — 08 d2=(exp(one-+h)-exp(one-
0.1E—09 | 0.1548E — 05 | —0.6727E —06 |  h))/(2*h)
0.1E —10 | 0.3263E — 04 | 0.1043FE — 04 write(*,’(€9.1,1x,13.5,1x,613.5)")
0.1F — 11 0.4323F — 03 0.2103EF — 03 h,d1-de,d2-de
0.1F —12 | —0.4559F — 03 | —0.4559F — 03 h = h/10;
0.1E —13 | —0.9338E — 02 | —0.9338EF — 02 end do
0.1F —14 0.3903E + 00 0.1683F + 00 end




Definicao 2.2 Chama-se de Quadratura Numérica o problema de avaliar, numeri- onde

camente, . P x . . .
e fazemos os intervalos menores nas regides onde f varia mais bruscamente (maior
/b s erro nas formulas de integragio);
e fazemos os intervalos maiores nas regioves onde f é mais suave (menor erro nas
para uma dada func¢ao f(x), e para um intervalo [a,b], para os quais sabemos que formulas de integragao).
essa quantidade realmente existe, isto €, quando f € dita ser integravel no intervalo  Nas proximas secoes, desenvolveremos estratégias consagradas de quadratura de-
[a,b]. terministica:
Neste capitulo aplicaremos técnicas matematicas na solucao do problema da o formulas de Newton-Cotes (quadratura newtoniana), cujo grande retrato é

quadratura numérica de uma funcao dada, ou a partir de aproximagao de uma tabela

b n
de dados. / flz)dx = Z w; f(x:); (1)
a i=0

Métodos de Integracao definida: quanto & natureza, podem ser

e Analiticos: sdo os que usam o Teorema Fundamental do Célculo ou formulas de e quadratura gaussiana, cujo grande retrato é
recorréncia a integrais mais simples; b n
e Numéricos: discutidos nesta disciplina; /a f@)w(z)dz = szf(mz), (2)
=0

e Semi-analiticos ou semi-numéricos: f é aproximada por funcoes ¢; mais simples,

. . ~ . - . bem como suas aplicagoes a
como por exemplo, via Aproximacao Funcional, e entdo as quantidades phicag

e quadratura recursiva;

/ @i (x)dx, e quadratura de integrandos com singularidade.

que aproximam a quantidade que procuramos, sio calculadas analiticamente. 2.1 Férmulas de Newton-Cotes

Meétodos de Integragao definida: podem ser deterministicos ou probabilisticos Sao derivadas usando interpolacao por polinémios de Lagrange.

. - , . . . Vantagem: Sendo ¢ um interpolador de grau n nos n + 1 pontos
e deterministicos: a funcao f é avaliada em um conjunto suficientemente grande

de pontos x;, i = 0,1,...,n, que podem ter um espagamento fixo (quadratura Ty = a,T1,T2,...,Ty = b,
fixa), ou podem ter espacamento variavel (quadratura adaptativa). Construimos ontz0 a correspondente formula sera EXATA toda vez que f for um polinémio de
uma férmula de integrag@o a partir do polinémio interpolador correspondente; grau menor ou igual a n.

e probabilisticos: os que valem-se da caracterizagao de integral definida de uma n=1: Regra do Trapézio

f em algum intervalo como "area com sinal"entre o gréafico dessa f e os eixos _ (1? - b)f(a) n (x — a)f(b)
coordenados. Por causa da caracterizagdo como &area, métodos Monte-Carlo b—
podem ser usados. / (o) ~ /b (m z )+ Zz af(b)) dp —
Quadratura adaptativa: usando uma parti¢cao de pontos xgp < 1 < T2 < ... < . y e a= ( by i ( 2 b
Ty, ESCTEVemos T AL T py |4 _
b o i [ :c+f<>/ e = 1) | | 0 ||
i 2 2
f(z)dx = / f(z)dz —(a—b) b (b—a)
/“ ; Ti-1 f(a) 2(a —b) + £ )2(b —a)



e a ap0s simplificagao obtemos

b
/ f@)dx ~ M(b —a)

n = 2: Regra de Simpson, seja ¢ = (a +b)/2, 2h = b — a,

(x—c)(x—b) (x —a)(z—b) (x—a)(z—c)

o) = G oE=h (c—a)(c—b) (b—a)(b—c)

fla) + fle) +

e assim

/a " fa)de ~
(

b (x—c)(x—b) (x—a)(x—b) .
/ (<a—c><a—b>f(‘”+ c—ae—n T

_ S bx—c x—b)dx + ———— bx—a x — b)dx
e ), @A v et [ -

e assim

(a—c)(a—1D) 2 6
fle (a—b)° f(b) [(b—C)(b—OL)2 _ (b—a)?’} _
(c—a)(c=b) 6 (b—a)(b—c) 2 6
f(a) (h)(2h)*  (2h)°)  fle)  (=2h)° N
(=h)(=2h) 2 6 (h)(=h) 6
fO) [(MER? _(2h)° ) _ fla) 4k flo) —8h°  f(b) 4h®
(2h)(h) 2 6 2K 6 h? 6 2h2 6

e a ap0s simplificagao obtemos

b a C
I:/ foydn = LD TASEFB)

6

Exemplo 2.2 : Avaliar numericamente, em Scilab,

w2 /4
1 :/ sen (V1 + z)dz
0

(a) usando a Regra do Trapézio; (b) usando a Regra de Simpson.

(3)

A sequéncia de comandos em Scilab:

——>a=0;b=

——> function u = f(x)

—> u = sin(sqrt(1+x)); endfunction

——> It = (f(a) + f(b))*(b-a)/2

——> Is = (f(a) + 4*f(c) + f(b))*(b-a)/6
produz as aproximacgoes I = 2.2198498 e I = 2.3801058, respectivamente para as
regras de Trapézio e Simpson.
Teorema: Se f é uma funcio continua em um intervalo [a, b], e se f(?)(z) é limitada
em [a, b], entdo a regra do Trapézio possui erro de truncamento local

h3
E=5IPE)€ € (ab) (5)
onde h = b — a.
Demonstragao: omitida
Teorema: Se f é uma funcio continua em um intervalo [a, b], e se f*)(z) é limitada
em [a, b], entdo a regra de Simpson possui erro de truncamento local dado por

5
B = lfPE) ¢ e (@) (©
onde h = (b—a)/2.
Demonstracao: omitida

Quadratura Composta Uniforme

No contexto de quadratura newtoniana, ou seja, das formulas de Newton Cotes,
dependendo do tamanho do intervalo de integracao e da natureza nao-polinomial
da fungao f, as formulas bésicas apresentadas podem nos dar aproximagoes bem
rudimentares (baixa exatiddo) para o valor exato da integral definida.

Como estratégia para vencer esse obstaculo, podemos usar Regra do Trapézio e
Regra de Simpson (ou qualquer outra formula de quadratura) em intervalos menores,
aproveitando a propriedade aditiva da integral definida.

Nesse sentido, duas estratégias para solucao desse problema sao apresentadas.

Quadratura Composta Fixa

Uma vez escolhido um nimero N de intervalos, escrevemos

/ab f(z)dz = /: f(@)dz + /: f(a)da + /: fleyde ...+ /:VN Sl

onde g = a,zy =be x; —x;—1 = (b—a)/N. Assim, formulas de baixa ordem (por
exemplo, Trapézio e Simpson) sdo aplicadas em cada sub-intervalo.



Quadratura Composta do Trapézio:

N
I ZW(“ . ™)
i=1
onde h = (b—a)/N.

Quadratura Composta de Simpson:

I iv: f(@io1) +4f(xio1/2) + flz:)

G (i — xi-1)

i=1
onde h = (b—a)/N, x;_1/2 = (z;—1 + x;)/2 (indice fracionério).

Exemplo 2.3 (Regra Composta do Trapézio): Avaliar numericamente a integral

w2 /4
I= / sen (V1 + x)dz
0
usando a Regra Composta do Trapézio e 3 intervalos.

A sequéncia de comandos em Scilab:

——> N=3; x0=0; x3 = %pi*%pi/4; h = (x3-x0)/N
——>x1 =x0 + h; x2 = x0 + 2*h;

——> function u = f(x)

——> u = sin(sqrt(1+x)); endfunction
——> 11 = (f(x0) + f(x1))*(x1-x0)/2;
12— ((x1) - £(x2))*(x2x1) /2
S B = (f(x2) 4 (x3))*(3x2) /2

——>I1=01+12+13
produz a aproximacao I = 2.3636473.

Exemplo 2.4 (Regra Composta de Simpson) : Avaliar numericamente a integral

2

/4
I :/ sen(v1+ x)dx
0

usando a Regra Composta de Simpson e 3 intervalos.

A sequéncia de comandos em Scilab:

——> N=3; x0=0; x3 = %pi*%pi/4; h = (x3-x0)/N

——>x1 =x0 + h; x2 = x0 + 2%*h;

——> x0m = (x0+x1)/2; xIm = (x1+x2)/2; x2m = (x2+x3)/2;

——> function u = f(x)

——> u = sin(sqrt(x)); endfunction

——> 11 = (f(x0) + 4*f(x0m) + f(x1))*(x1-x0)/6;

——> 12 = (f(x1) + 4*f(x1m) + f(x2))*(x2-x1)/6;

——> I3 = (f(x2) + 4*f(x2m) + f(x3))*(x3-x2)/6;

——>I=MI+12+13
produz a aproximacao I = 2.3829249.

Quadratura Composta Recursiva - quadratura de Romberg

No contexo da Quadratura Composta Fixa, um problema que surge é :
encontrar o N adequado antes de comegar o procedimento ?

A estratégia de Quadratura Composta Recursiva vem corrigir essa dificuldade,
através da avaliagao de uma sequéncia de aproximagoes

I”:Z/ / f(x)dx,ondexi_xi_lzb;a
i=1 Y Ti-1

se possivel usando, recursivamente, as aproximacoes anteriores ao calculo de cada
I,. Em cada intervalo, alguma formula de quadratura de baixa ordem (Trapézio ou
Simpson) deve ser usada. Além disso, devemos testar a convergéncia dos I,, ao n
crescer.

Como

Regra Composta Recursiva do Trapézio
Dada uma funcdo f(x) definida no intervalo [a, b], seja s,, a aproximagao de

/abf(ar)d:c

que usa a Regra Composta do Trapézio e 2" intervalos. Para a determinacao de
Sn+1, 1 ponto deve ser adicionado em cada um dos 2" intervalos, determinando
entdo 2 - 2" = 2"*! novos intervalos. Necessitamos avaliar a funcio f APENAS nos
2" novos pontos adicionados, desde que seja possivel fazer apenas uma corre¢ao no
valor de s,,.

Algoritmo: (Regra Composta Recursiva Trapezoidal )

Entrada: fungdo f, nimeros reais a e b, pardmetro de tolerancia TOL.
b

Saida: Aproximacgao s, para f(z)dx

Passo 1: n=0; hg =b—a; s9 = (f(a) +
Passo 2: Enquanto segue=1
Passo 3: n =n + 1;

hnfl

4724739n =

f(b))ho/2; segue=1

on 1
. fla+i-hy)

i>1,impar

Passo 4: h,, =



Tabela 1: Aplicacdo da Regra Composta Recursiva do Trapézio.

n | s, On

0 | 2.2198498

1| 2.3400418 | 0.988
2 | 2.372051 1.569
3 | 2.3802356 | 2.163
4 | 2.3822954 | 2.762
5 | 2.3828113 | 3.364
6 | 2.3829403 | 3.966
7 | 2.3829725 | 4.567
8 | 2.3829806 | 5.170

Sn—1
Passo 5: s, = + gnhn

Passo 6: Se TOL ja foi alcangado, segue < 0.
Fim Enquanto
Retorne s,

Exemplo 2.5 : Avaliar numericamente, em Scilab,

w2 /4
I :/ sen (V1 + x)dz
0

usando a Regra Recursiva do Trapézio, com & casas decimais significativas corretas.

A sequéncia de comandos em Scilab

——> function u=f(x)

——> u = sin(sqrt(1+x));endfunction

——> getf(’digse.sci’);

——>a=0; b = %pin2/4;

——> n=0; hn = b-a; sn=(f(a)+f(b))*hn/2;

——> n=n+1;hn=hn/2;gn=0;for i=1:2:(2**n-1);gn=gn+f(a+i*hn);end;

sa=sn;sn=sn/2+gn*hn;[n sn digse(sa,sn)]

permite construir a tabela 1, onde observamos uma convergéncia linear de aproxi-
madamente 0.60 digse/iter.

Regra Composta Recursiva de Simpson
Dada uma fungéo f(x) definida no intervalo [a, ], seja s, a aproximagao de

/ab f(z)dz

que usa a Regra Composta de Simpson e 2" intervalos. Para a determinagao de
Sn+1, 1 ponto deve ser adicionado em cada um dos 2" intervalos, determinando
entdo 2 - 2" = 2"*! novos intervalos. Necessitamos avaliar a funcio f APENAS nos
2™ novos pontos adicionados, desde que seja possivel fazer apenas uma corre¢ao no
valor de s,,.

Algoritmo: (Regra Composta Recursiva de Simpson)

Entrada: funcao f, ntuneros reais a e b, parametro de tolerancia TOL.
b

f(z)dz
Passo 1: n=0; hg = (b — a)/2(§ do = f(a)+ f(b);
3

Saida: Aproximagao s, para

Passo 2: go = f(a+ ho); so =

Passo 3: Enquanto segue=1
Passo 3: n =n + 1;

; segue = 1;

Passo 4: h,, = m, dpn =dp_1+2gn_1
ontl_q
Passo 5: g, = Z fla+1i-hy)
i>1,impar

h 4
Passo 6: s, = 7"((% + 4gn)

3
Passo 7: Se TOL ja foi alcangado, segue < 0.
Fim Enquanto
Retorne s,

Exemplo 2.6 : Avaliar numericamente, em Scilab,

w2 /4
I= / sen(V1+ x)dx
0

usando a Regra Composta Recursiva de Simpson, com 4 casas decimais significativas
corretas.

A sequéncia de comandos em Scilab

——> function u=f(x)

——> u = sin(sqrt(1+x));endfunction

——> getf(’digse.sci’);

——>a = 0; b = %pin2/4;

——> n=0;hn=(b-a)/2;dn=>f(a)+£(b);

——> gn=f(a+hn);sn = (dn+4*gn)*hn/3

——> n=n+1; hn=hn/2; dn=dn+2*gn; gn=0; for i=1:2:(2**(n+1)-1);



Tabela 2: Aplicacdo da Regra Composta Recursiva de Simpson.

n | s, On

0 | 2.3801058

1] 2.3827208 | 2.659
2 | 2.3829638 | 3.690
3] 2.382982 | 4.817
4 | 2.3829832 | 5.994

gn=gn-f(a+i*hn);end; sa=sn; sn=(dn+4*gn)*hn/3; [n sn digse(sa,sn)]
permite construir a tabela 2, onde observamos uma convergéncia linear de aproxi-
madamente 1.20 digse/iter.

2.2 Quadratura Gaussiana

Observamos que a expressdo de Taylor com resto de Lagrange para uma fungao f(x)
sendo interpolada em um conjunto de nés distintos {xg, x1, X2, ..., Tn}, Tog > a,x, <

b é dada por
HJ? Tr— X 2 (n)l‘ T — 20"
f(fU):f($0)+f’(xo)(a:—x0)+w+m+f ( 0)7(L! 0) N
f(n-&-l)(g)(x—xo)(m—xl)...(x—xn)
’ (n+1)! » (9)

para algum & entre x e xp, e uma vez que sabemos que o resto de Lagrange deve
anular-se para * = z;,j = 0,1,2,...,n. Dessa forma, temos

f(x) = ¢(z) + B (), (10)
onde .
$(x) = Li(x) f ()
k=0
Ly(z) = o= 2) (11)
; (zk — z5)
0<j<n
Ak
é a interpoladora Lagrangiana de grau < n, sobre {xg,x1,...,Z5}, €
1B (2) = pn(2)qn (@) (12)
pn(x) = (x—20) (T —21) ... (T — 2p) (13)
_ )
gn(2) = W (14)

Sendo w(x) uma fungdo peso escolhida, que deve satisfazer w(z) > 0 em [a,b],
integramos a equagao (10), obtendo

b b b
- / F@)w(z)de = / 6(@)w(z)dz + / Fur(2)w(z)dz. (15)

Nosso objetivo nesta secao seré apresentar estratégias que existem para minimizar

b b
[ Be@ui)ds = [ pu@a(a)uoids (16)
a a
para um dado intervalo [a, b], usando proje¢do em espagos polinomais gerados por
bases ortogonais conhecidas. Devera ser sempre lembrado que é a estratégia de pro-
jecao que determinara o valor dos parametros da respectiva férmula de quadratura

b b n n
I :/ f(@)w(z)da %/ > Li@) f()w(@)de =Y wif(zr) (17)
a a k=0

k=0
onde

b
wy = / Ly (z)w(z)dx. (18)
a
determina os pesos da formula de quadratura.
Sera importante definirmos ortogonalidade generalizada (com peso ) em um inter-
valo [a,b]: dois polindmios p(x) e g(x) sdo ortogonais em um intervalo [a,b], com
peso w(x), se

b
| peate)u(a)ds = o (19)
Quadratura de Gauss-Legendre

Apresentamos os polindmios de Legendre, definidos recursivamente no intervalo
[-1,1] por

Po(z)=1,P(z) ==

2n+1 n
Paa(o) = (25 ) o) - 2

(20)

P,_1(z), n>1

Estes polinomios tém a propriedade de ser ortogonais no intervalo [—1, 1], com peso

w(z) = 1, isto &,
1 0,
/_ Pu(a)Py(a)ds = { i

27715

n#j

e (21)



Decompondo os polindmios p, e ¢,, definidos em (13)-(14) em termos dos
polindmios de Legendre, escrevemos

n+1

z) = bpPi(z) (22)
k=0

(@) =Y ¢;Pi(x) (23)
j=0

Dessa forma, temos

n+1
Pa(@)gn (@) = (Z bePu(a)
Z Z bkCJPk

k=0 j=0

) chPj(x) =

) + b7z+1 ZCJPk

7=0

)Pj(x)

e entdo, substituindo essa expressdo em (10) e movendo para fora da integral as
constantes

[

n 1
x)dx = Z Z brc; / Py (z)Pj(x)dz +bypy1 ch / Py(§)Pj(x)dx =
j=0 71

k=0 53=0
1
Zbkck/ PZ(z)dx
k=0 -1

em virtude das relagoes de ortogonalidade (14). Assim, podemos anular a expressao
acima desde que estabelecamos

bo=by =...=by =0,

o que implica p,(x) = bp41Pat1(x) e que por sua vez implica que as abscissas
X0, T1,. .., T, sejam as n + 1 raizes de P,y1(x), o polindmio de Legendre de grau
n + 1. Também implica (veja Sperandio 2003, Ralston 1978) que a correspondente
formula de quadratura serd exata para polindmios de grau menor ou igual a (2n+1).
A tabela 3 mostra, para n = 1,2, 3, as raizes dos polindmios de Legendre de grau
n+1.
Dessa forma, a formula de quadratura de Gauss-Legendre para n+ 1 pontos pode

ser escrita ) .
[ e S wnpan)
-1 k=0

T, sdo definidos na tabela 3, para n = 1,2, 3.

(24)

onde xg, X1, T2,...,

Tabela 3: Parametros da Quadratura de Gauss-Legendre.

n | Tk Wi
—/1/3 1
1 1/3 1
—\/3/5 5/9
21 0 8/9
3/5 5/9
37+ (6/7)V2/15 1/2 - (1/18)/15/2
; —\/3/7— (6/1V/2T5 | 1724 (1/18)\/15/2
- 1/2 +(1/18)4/15/2
\/3/7 (6/7)v/2/15 1/2 — (1/18)/15/2
\/3/7+ (6/71)v/2/15

Em particular, ressaltamos os casos n = 1 e n = 2, que sao os mais usados:
(n = 1) Quadratura de Gauss-Legendre usando 2 pontos.

1
/f Vo ~ f (—\[>+f<\/>> (25)
exata para polindmios de grau < 3.
(n = 2) Quadratura de Gauss-Legendre usando 3 pontos.
! 5 \/3 8 5 3
~—fl—\/< — - - 2
| t@argr (=3 )+ 5o+ 5r (3 (20)

exata para polindémios de grau < 5.

Exemplo 2.7 : Encontrar a formula de Gauss-Legendre para
1
| @z
0

Solugao: pensamos em uma substituicdo u = ax + §, onde entao

{ —1=a(0)+p
1=a(l)+p

Fazendo a substituicao u = 2x — 1, du = 2dx

usando 2 pontos.

=sa=2,0=-1=u=2z—1.



! _ u+1Y\ du
[ r@an= [ ()5 = [ st
onde
1)/2
oty = HE D12)
Caso f seja polindémio de grau n sabemos que g também sera polindmio de grau n .
Assim
! (-1 1\ 1,.(-1/v3+1\ 1,(1/V3+1
[ o) () (222 3 (2229
e assim a féormula
! 1, (3-v3) 1 ,(3+V3
| fa 2f< - >+2f( - ) 27)

é exata para todos os polindmios de grau < 3.

Exemplo 2.8 : Avaliar numericamente, em Scilab,

I:/O In(1+ vz )dz

usando o método de Gauss-Legendre para 2 pontos.

Usaremos a féormula obtida no exemplo anterior. Os comandos em Scilab
——> wl0= 0.5; wl = 0.5;
——> function u = f(x)
—> u = log( 1 + sqrt(x) ); endfunction
——> x0= (3-sqrt(3))/6; x1 = (3-+sqrt(3))/6;
——> T = wO*{(x0) + w1*f(x1)
produz a aproximacao I = 0.5068943.

Exemplo 2.9 : Avaliar numericamente

71'2/4
/ sen(v1+z) dx
0

usando quadratura de Gauss-Legendre com 2 pontos.

Para obtengao da férmula apropriada, é necessaria uma mudanga de varidvel do
intervalo [0, 72/4] para o intervalo [~1,1] : u = az + 3 onde

10

r=0=a0)+=-1=p=-1
r=7/d=ar?/d—1=1= a=2/(r?/4) =8/(r?)

)

e entdo u = 8x /7% — 1, du = 8/7dzx, e

/

/07r2/4 f(z)dx = /_1

Usando (27), obtemos

72(u+1)\ 72

1

e segue que a formula

2

/4
/ F(x)dz = 1.2337£(0.521423) + 1.2337f(1.94598)
0

é exata para polinémios de grau menor ou igual a 3.

A sequéncia de comandos em Scilab:

——> function u = f(x)

——> u = sin(sqrt(1+x));endfunction

——> w0 = 1.2337; wl = wO0;

——> x0 = 0.521423; x1 = 1.94598;

——> I = w0*{(x0) + wl*f(x1)
produz a aproximacao I = 2.3848163.

Quadratura de Gauss-TChebyshev

Apresentamos os polinomios de TChebyshev T,,(x) = cos(n * arccos(z)), n > 0,
definidos no intervalo [—1,1]. Sabidamente, satisfazem a recursao

To(z) =1,Ti(z) =2

Tpi1(z) = 22T, (x) — Ty (), (28)

n>1.

Estes polinomios tém a propriedade de ser ortogonais no intervalo [—1, 1], com peso
w(z) = (1 —2?)~1/2 isto &,

L ) gr, n#j
/Tn(x)Tj(x)idxz  n=j+0 (29)
3 Vi 2
! N m, n=35=0



Decompondo os polindmios p, e ¢,, definidos em (13)-(14) em termos dos

polinémios de TChebyshev, escrevemos

n+1

pa(x) = Y b Ti(x) (30)
k=0

() =Y ;Ty(x). (31)
j=0

Dessa forma, analogamente ao desenvolvimento na se¢ao (2.2), usamos a propriedade
de ortogonalidade dada em (29) para obter p,(x) = by1Tn+1(x) e que por sua vez
implica que as abscissas g, 21, . - ., sejam as n+ 1 raizes de Ty, 11(z), o polindmio
de TChebyshev de grau n 4+ 1. Também implica que a correspondente férmula de
quadratura seré exata para polindmios de grau menor ou igual a (2n + 1).

Pode-se mostrar que as raizes de T,1(z) sdo dadas por

m(2k + 1)
— L/ 32
w=os (o) e
para k =0,1,2,...,n. Pode-se mostrar também que os pesos sao dados por
T
= 33
Wk n+1 (33)
parak =0,1,2,...,n. Dessa forma, a férmula de quadratura de Gauss-TChebyshev
para n + 1 pontos pode ser escrita
1 n
f(x) ™
dr ~ x 34
| Adem S pa) (34)

k=0
onde xg,x1, %2, ... ,%, sdo definidos por (32).

Exemplo 2.10 : Avaliar numericamente

w2 /4
/ sen(v1+x) de
0
usando quadratura de Gauss-TChebyshev com 4 pontos.

Na obtenc¢ao da férmula apropriada, usamos a mudanca de variavel obtida no
Exemplo (2.9):

u=8x/m% -1, du = 8/n*dz,

e assim
7r2/4 1 7r2(u—|—1) 71'2 1 71'2 7T2(U+1)
| ﬂx)dx:/f( S ) siu= [ 8f< S )d“
e assim
w2 /4 1
_ 9(w) ..
/0 f(a:)dxf/il 7il_u2d
onde

o) = 7r2\/18—7u2 ; <7r2(u8+ 1))

A sequéncia de comandos em Scilab
——> function y = f(x)
——> y = sin(sqrt(1+x)); endfunction
——> function y = g(u)
——>y = %piAn2¥sqrt(1-u*u)*f( %pin2*(u+1)/8)/8;
——> endfunction
——>//n=3//
——> u0 = cos( %pi*(2*0+1)/8 );
——> ul = cos( %pi*(2*1+1)/8 );
——> u2 = cos( %pi*(2*2+1)/8 );
——> u3 = cos( %pi*(2*3+1)/8 );
——> 1= (%pi/4)*(g(u0) + g(ul) + g(u2) + g(u3d))
produz a aproximacao I = 2.4401498.
Quadratura de Gauss-Laguerre
Apresentamos os polinomios de Laguerre, definidos em [0, c0) como sendo solugoes
ndo-singulares da equagéo diferencial zy” + (1 — )y’ + ny = 0 . Sabidamente, esta
equagao diferencial tem solugoes nao-singulares somente se n é inteiro nao-negativo.
Polinémios de Laguerre, que satisfazem a relagio recursiva

L(J(.'I,‘) = l,Ll(.’I}) =1—z

Loir(z) = %H (2 41— 2)Ln(2) — nLy_1(2)],

n>1 (35)

)

tém a propriedade de ser ortogonais no intervalo [0, 00), com peso w(xz) = e~ %, isto

e7
0, n#j
1, n=y

/0 " Lo(@) L (2)e"dz — { (36)



Tabela 4: Parametros da Quadratura de Gauss-Laguerre.

n Tk Wy

1 0.585786437627 0.853553390593
3.414213562373 0.14644669407
0.415774556783 0.711093009929

2 2.294280360279 0.278517733569
6.289945082937 0.103892565016
0.322547689619 0.603154104342

3 1.745761101158 0.357418692438

0.388879085150 - 10~*
0.539294705561 - 10~3
0.5217556106
0.39866681108
0.75942244868 - 101
0.36117586799 - 10~2
0.23369972386 - 10~4

4.536620296921
9.395070912301
0.2635603197
1.413403059

4| 3.59642577
7.0858100059
12.64080084423

Decompondo os polindmios p, e ¢,, definidos em (13)-(14) em termos dos
polinémios de Laguere, escrevemos

n+1

po(@) =) brLi(x) (37)
k=0

an(z) =Y ¢;Lj(x). (38)
j=0

Dessa forma, analogamente ao desenvolvimento na se¢do 2.2, usamos a propriedade
de ortogonalidade dada em (36) para obter p,(z) = bpy1Ln4+1(2z) € que por sua
vez implica que as abscissas xg,x1,...,Z, sejam as n + 1 raizes de L,y1(x), o
polinémio de Laguerre de grau n+ 1. Também implica que a correspondente formula
de quadratura serd exata para polindmios de grau menor ou igual a (2n + 1).

Pode-se mostrar que as raizes de L, 1(x) e os pesos wg, k = 0,1,...,n para esta
quadratura sao dadas conforme a tabela 4.

Dessa forma, a férmula de quadratura de Gauss-Laguerre para n + 1 pontos pode
ser escrita

[ r@ear =y ws) (39)
0 k=0

onde xg,x1, 2, ..., T, sao definidos pela tabela 4.

12

Exemplo 2.11 : Avaliar numericamente

/ * dx
o 14 a5/2
usando quadratura de Gauss-Laguerre com 4 pontos.

A mudanga de variavel u = x — e, du = dx permite escrevermos

| = [t = [ ot
o = u)e U
e 1—|—Jf5/2 0 1+(U+€)5/2 0 g

A sequéncia de comandos em Scilab

——> function y = g(u)

——>y = exp(u)/(1 + (u+exp(1))A(2.5)); endfunction

——> u0 = 0.322547689619; w0 = 0.603154104342;

——>ul = 1.745761101158; w1l = 0.357418692438;

——> u2 = 4.536620296921; w2 = 0.388879085150*10A(-1);

——> u3 = 9.395070912301; w3 = 0.539294705561*10A(-3);

——> 1 = w0*g(u0) + wl*g(ul) + w2*g(u2) + wd*g(u3)
produz a aproximacao I = 0.1342564.

Quadratura de Gauss-Hermite

Apresentamos os polindmios de Hermite como sendo solu¢oes ndo-singulares da
equacao diferencial zy” — 2zy’ + 2ny =0 .

Polinémios de Hermite, que satisfazem a relacdo recursiva

e

onde g(u) = m

HO (ZL') =1
H,1(z) = 2zH,(z) — H,(z), n>0,
tém a propriedade de ser ortogonais no intervalo (—oo, c0), com peso w(z) = e ",
isto é,
- IR B U n#j
/_Oo H,(x)H;(x)e™® do = { JEnl o n—j (41)

Decompondo os polindmios p,, e ¢, definidos em (13)-(14) em termos dos

polinémios de Hermite, escrevemos

n+1

po(x) =Y bpHi(x) (42)
k=0

aulx) =) ¢ H;(x). (43)
j=0



Tabela 5: ParAmetros da Quadratura de Gauss-Hermite.

n Tk Wi

1 —0.7071067811 0.8862269255
0.7071067811 0.8862269255
—1.22447448714 0.2954089752

2 0.00000000000 1.1816359006
1.22447448714 0.2954089752
—1.6506801239 0.0813128354

3 —0.5246476233 0.8049140900
0.5246476233 0.8049140900
1.6506801239 0.0813128354
—2.021828705 0.0199532421
—0.9585724646 0.3936193232

4 0 0.9453087205
0.9585724646 0.3936193232
2.021828705 0.0199532421

Dessa forma, analogamente ao desenvolvimento na segao 2.2, usamos a propriedade
de ortogonalidade dada em (41) para obter p,(z) = bp+1H,+1(x) e que por sua
vez implica que as abscissas zg,21,...,2Z, sejam as n + 1 raizes de H,41(x), o
polinémio de Hermite de grau n+ 1. Também implica que a correspondente féormula
de quadratura sera exata para polinomios de grau menor ou igual a (2n + 1).

Pode-se mostrar que as raizes de H,,11(x) e os pesos wg, k= 0,1,...,n para esta
quadratura sao dadas conforme a tabela 5.

Dessa forma, a formula de quadratura de Gauss-Hermite para n + 1 pontos pode
ser escrita

| s =S wston (44)
-0 k=0

onde xg,x1, To,..., T, sao definidos pela tabela 5.

Exemplo 2.12 : Avaliar numericamente

0o
/infty

usando quadratura de Gauss-Hermite com 4 pontos.

eIzl dy
1423

Nao hé necessidade de mudancga de varidvel. Temos

13

[e.°]

-/

o e=lzldy

/_Oo 1423

g(x)e_””2da:

o0

A sequéncia de comandos em Scilab

——> function y = g(u)

——> y = exp(u*u - abs(u))/(1 + u*u*u); endfunction

——> u0=-1.6506801239; w0 = 0.0813128354;

——> ul=-0.5246476233; w1=0.8049140900;

——> u2= 0.5246476233; w2= 0.8049140900;

——> u3=1.6506801239; w3=0.0813128354;

——> I = w0*g(u0) + wl*g(ul) + w2*g(u2) + w3*g(u3)
produz a aproximacao I = 1.2564603.

Quadratura de integrandos com singularidade

Ao empregarmos quadratura gaussiana de qualquer tipo e ordem, nenhum dos noés
g, X1, ..., T, coincide com qualquer dos extremos x = a ou x = b.

Estratégias de quadratura gaussiana (que pela razdo acima é classificada como
uma estratégia de quadratura aberta) sera muito atil no calculo numérico de integrais
definidas de fungoes f(z) que néo estdo definidas em & = a ou & = b, mas possuem
integral no intervalo [a, b]. Os proximos exemplos mostram situagoes como essas.

Exemplo 2.13 Encontre uma aproximag¢do numérica para o integral mal compor-
tada

2 T
e
I= / —dx
0 V(2 —1x)
usando quadratura de Gauss-TChebyshev e 6 pontos.

Aplicando a quadratura de Gauss-TChebyshev, fazemos a mudanga de variavel
u=x—1,du=dx, que implica

_ [ et ue 9w
I_/1\/(u—|—1)(1—u)d _[1\/1—u2d
onde

_ V1 — u2ettt
(u+1)(1 —w)



A sequéncia de comandos em Scilab { —1=0a(0)+p o= 8 B=-1
——>n = 5; wk = %pi/(n+1); l=a(r/4)+ 0 T’
——> function y = g(u) w(u+1)
——>y = sqrt(1l-u*u)*exp(u+1)/sqrt((u+1)*(1-u));endfunction e assim v = ———, dz = wdu/8, o que implica
——> u0 = cos( 1*%pi/(2*(n+1)) ); ul=cos(3*%pi/(2*(n+1))); 8
——> u2 = cos( 5*%pi/(2*(n+1)) ); ud = cos( 7*%pi/(2*(n+1)) ); ™/4 tan(z) ! m(u+ 1)\ wdu !
——> ud = cos( 9*%pi/(2*(n+1)) ); ub = cos( 11%%pi/(2*(n-+1)) ); L= wmd=] I —5 )5 7=/ pwd
——> 1 = wk*( g(u0) + g(ul) + g(u2) + g(u3d) + g(ud) + g(ud) )
produz a aproximagao I = 10.811866. rf (w)
. . . onde p(u) =
Exemplo 2.14 : Aproxime numericamente a integral mal comportada . )
A sequéncia de comandos em Scilab
I ™/4 tan(x) de ——> function u = cbrt(x)
B —rja € T ——> u = sign(x)*abs(x)A(1/3);endfunction
——> function y = f(x)
usando quadratura de Gauss-Legendre e 4 pontos. — >y — tan(x)/(exp(x)*cbrt(x)); endfunction
Definimos dois sub-intervalos de integracao, separados pelo ponto de singularidade ——> function y = g(u)
z=0: ——>y = %pi*f( %pi*(u-1)/8 )/8; endfunction
/4 0 /4 ——> function y = p(u)
I= / tan(sas) do = / tan(sx) dx + tan(sx) dx ——>y = %pi*f( %pi*(u+1)/8 )/8; endfunction
—nja € T —nja € T o eV ——> 00 = -sqrt(3/7 + (6/7)*sqrt(2/15)); w0 = 1/2 -(1/18)*sqrt(15/2);
e assim estdo definidas duas quantidades ——>ul = -sqrt(3/7 - (6/7)*sqrt(2/15)); wl = 1/2 +(1/18)*sqrt(15/2);
0 ——>u2 = sqrt(3/7 - (6/7)*sqrt(2/15)); w2 = 1/2 + (1/18)*sqrt(15/2);
. :/ tan(z) da ——> u3 = sqrt(3/7 + (6/7)*sqrt(2/15)); w3 = 1/2 - (1/18)*sqrt(15/2);
—n/a €T ——> 11 = w0*g(u0) + wl*g(ul) + w2*g(u2) + w3*g(u3)
™/4 tan(z) ——> 12 = w0*p(u0) + wl*p(ul) + w2*p(u2) + w3*p(u3)
- / e Iz dx produz as aproximacoes 11 = 0.7529783, 2 = 0.2751271 e assim I = 1.0281055.
a serem calculadas. Para a primeira integral, a mudanga de varidvel proposta é
u = azx + 3, onde 3 Meétodos de passo simples e multiplo; explicitos e
—l=a(-7/4)+ _8 4 implicitos.
{1:a(0)+ﬁ Fa=b6=1

Exemplo 3.1 : Solugao numérica de problemas iniciais ordinarios

-1
e assim x = M, dx = mdu/8, o que implica
8 Consideremos o problema de valor inicial
0 1 _ 1
I = / tin(f) dr — / f (77(“ D) mdu =1 = / g(u)du de/dt —x(x—4) =0, z € (0,4)
—xja €V —1 8 8 —1 z(0) =1/10
nf (@) A derivada primeira seré aproximada pelas formulas em diferencas finitas centrais:
onde g(u) = 2(t+h) — ot —h) 2t +h) — a(t)
Para a segunda integral, a mudanga de variavel proposta é u = ax + 3, onde dy = oh , do = -

14



que ja mostramos serem consistentes e possuirem erro de truncamento de segunda e
primeira ordens, respectivamente.

O intervalo [0, 1] sera discretizado por 0 =ty < t; < ... <ty =1 onde N é um
inteiro fixo e t; = iAt, i =0,1,2,...,N, onde At =5/N.

Definimos z; = z(t;),i =0,1,2,..., N.

Aplicando a formula da approximacao dy:

%—xi(a@i—@:o, i>0
1 — To

At —.’EQ(SL‘O —4) =0

xg =1/10
e temos entao o esquema numérico:
o = 1/10 , 1 = X0 + AtIo(ZEO 74)
Tiy1 = Tj—1 + 2At$1(.’[1 — 4) ,1>0

também chamado esquema central.
Aplicando a férmula da approximacao ds:

Ti+1 — T4

At —$i(Ii—4)=O,iZO

To = 1/10

e temos entao o esquema numérico:

{ 20 =1/10 . (E2)

Tit1 = T; + At.ﬁi(.’ﬂi — 4) ,12>0

também chamado esquema de Euler.

Definigao 3.1 Um método (esquema) numérico € consistente se o correspondente
erro de truncamento tende a zero quando o tamanho do passo tende a zero.

Os dois esquemas propostos sao consistentes uma vez que as respectivas aproxi-
magoes usadas sao consistentes.
Manipulando nosso problema de valor inicial analiticamente:

daz/dt:x(x—4):>/g:u(udu4):/otds

e entao

15

Assim,

(x — 4)zg
x(zg — 4)

=t = z(t) =

41‘0
o+ (4 — xp)e*t

e temos uma expresséo analitica para a solugéo z(t).

A figura abaixo mostra o resultado da solugdo numérica em Matlab.

Exemplo 4 — Matlab 6.0 em PC Linux

3.5 T T T T T
— exata
3k * esquema 1
+ esquema 2
25F
2 -
x
©
3 15f
3
>
1l
0.5
+x +x ¥
o ey
_05 | | | | | | | | |
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
variavel t

Exemplo 3.2 : encontrar solu¢ao numérica para o PVI

dy  cos(t)
dt — t+2
y(1) =1/2

no intervalo [1,10], usando o método de Euler e At = 0.1.

O esquema numérico

Yir1 —yi _ cos(ti)
At ti+y2’
Yo = 0.5

=0,1,2,...

n—1




onde f(0) = a(0) e f(1) = b(0). Tipicamente esse problema modela a condugio
o unidimensional de calor em uma barra limitada representada pelo segmento [0, 1].
+++++ . A temperatura da barra é controlada nos extremos x = 0 e x = 1 por meio de duas
’ fungoes a(t) e b(t). A temperatura inicial (instante ¢ = 0) é dada por uma fungao
f(z) e o parametro v é chamado coeficiente de condutividade térmica.

0.6 +
¥

0.5+

ool e, A discretizagdo a ser adotada é: vy = v(zy,t,), onde t, =nAt,n=0,1,2,...,N
' - ST T exp=k-Ax,k=0,1,2,...,K,onde At >0e Azr =1/K.
ol A derivada parcial v; seréa aproximada pela diferenca finita:
o4 e ’UZ+1 _ ,UZ
-0. At
B A S S e S A I ¢ que verifica

Rt :@( )+§ 0?v(zk,m)

At ot 2 ot?

Figura 1: Solugdo numérica do exemplo 3.2 via Método de Euler. ) ) )
Por outro lado, derivada parcial v,, sera aproximada pela diferenga central:

) < T ) S
é proposto. Dessa forma, estabelecemos a recursao

(Az)?
(At)ygos:(tqf que verifica
Yi+1 :y1+ ti +y12 : ) 1 :071727"'7”’7 1 Uk-i,-l _2Uk +Uk 1 _ aQU(xkvtn) + (A‘T)Q 84,0(517{;71) + 84U(£2’tn)
(Az)? dz? 4! Ozt Ozt ’

éje;n;le:(c)lal,-dlf ior(ri%{l;i)?sh(?rzl:,s[’lc Z}l1a11)0]’ O erro de truncamento de nosso método é
——>y = 0’;‘t; 1)=0.5; 7 inicializac:;o n AR v n noon
—> ?or 1:1;HY( ) ! / T = 0e(Thy tn) — VUge(p, b)) = At " (Az)? (Vg — 20 + v 4) —
——>  tie 14 (-1)%h; yi = y(i); At v (20,71 + (Ax)? (*(E,tn) N *v(&a, tn)
——> y(i+1)=yi + h*cos(ti)/(ti + yi*yi); 2 g 4! Oz? ozt
::i Ftn 3] e entao , se as derivadas parciais acima forem limitadas,
——> plot2d(t,y,-1) T =ep + 0 (At (Az)?)

produzem a Figura 1. ;
onde e} é um erro de arredondamento a ser desprezado. Dessa forma, o erro de

Exemplo 3.3 : Solugido numérica da equagao de difusio truncamento é de primeira ordem no tempo e segunda ordem no espaco.
Nosso problema discretizado é:
Considere o problema de condigoes de contorno UZ_H o 5 oP Ly — 200 Lo K m—01s
Uy = V’Uzz,:CG(O 1) >0 A\t - (Aﬂ;‘)2 it ) e et
v(z,0) = f(z), xz€][0,1] v = f(kAz) L k=0,1,2, ..,K
v(0,t) = a(t), ( t) =b(t),t >0 vy = a(ndt) , v =b(nAt) ,n=0,1,2,...

16



(At)? Pu(zr,m)
3 ot3

e assim temos o esquema UZ‘H — UZ_l B @(z b+
2/t ot

) = f(kOAz) k=1,2,...,K—1
vy = a(nit) , v =b(nAt) ,n=0,1,2,... Entretanto, derivada parcial v,, continuara aproximada pela diferenca central:
n+1

vt =rop 1+ (1 —=2r)u7 +rup_ k=12,...., K, n=0,1,2,...
k k+1 ( )k k—1 > ’ ’ ’ ) Ly &y vg+1—2’l)g+vg_1

onde r = v/At/(Ax)?. (Ax)2
A solugdo numeérica em Matlab, para N = K = 15, Az = At = 0.0625, f(z) = '
3sen(2mx) e a(t) = b(t) = 0, é mostrada abaixo: que verifica
Solucao Numerica para Exemplo 6 'UZ‘+1 — QUZ + vﬂl — 821}('7;167 tn) + (Ax)Q 84U(§1’ tn) + 64U(§27 tn) .
(Ax)? Ox? 4! Ozt Ozt
O erro de truncamento desse método é
3 ,Un+1 _ ,Unfl v
, Ti = 0e(Th, tn) — Ve (k1) = - QAtk - (Az)? (’U]?+1 — 2up + Ulgfl) -

(At)? 930 v(Az)? (0(&,t,)  Otu(a,ty)
1 ' \ 3 %(Mw 1)+ 41 ozt + Ozt

e entao , se as derivadas parciais acima forem limitadas,

solucao numerica
o

T =ep + O ((At)?, (L2)?)

onde e} é um erro de arredondamento a ser desprezado. Dessa forma, o erro de
truncamento é de segunda ordem no tempo e no espacgo.

Nosso método é agora explicito de passo multiplo m = 2 (3 estagios).

Uma dificuldade com esquemas de passo miultiplo é que eles normal-
mente requerem um nimero adicional de valores iniciais ou entao devem
ser inicializados por esquemas mais simples.

No nosso exemplo, os valores no instante correspondendo a n = 1 nao podem ser

variavel t 0 o variavel x calculados usado a aproximacao central para v;, uma vez que precisariamos de dados
correspondendo a n = —1.
Exemplo 3.4 : O esquema Leapfrog para a equagao de difusao Nestes casos, os dois remédios mais usados sao :

e valores fantasmas correspondendo a n = —1 s@o inseridos obedecendo algum

Para a solugao numérica da equagao de difusao , agora aproximaremos a derivada SO ) -
critério traduzindo bom senso fisico do problema;

parcial v; pela diferenga finita central:

vZH _ vgfl e valores correspondendo a n = 1 sao calculados usando a aproximacao classica
YN de primeira ordem para vy.
que verifica Adotando a segunda estratégia acima, nosso problema discretizado é:

17



”Iifvlg: Vhp1 — 200 T vy k=12 K
At (Ax)? ’ ey
n+1 n—1 n n n
v v Uy — 20 + g
. k=1,2,....K =1,2
2At (Al‘) ) ) ) ) ) n 9
v = f(kAz) L k=0,1,2,..., K
vy = a(ndt) , v =b(nAt) ,n=0,1,2,.
e assim temos o esquema numérico (Leapfrog)
vg— fkAz) Jk=1,2,...,K—1
vy = a(nit) , v —b(nAt) ,n=0,1,2,...
vp=rvp + (1 =2rvp+rp_y k=1,2,...,K,n=0,1,2,.
vZH—vZ*l—i—?r(ka vy + vy 1) k=1,2,..., K, n=0,1,2,.

onde novamente r = vAt/(Ax)?.
Exemplo 3.5 : Escolha inteligente dos parametros At e Ax.

Ainda no contexto do problem de difusdo , analisaremos as formulas de aproxi-
magao das quantidades v; e v,, usadas no Exemplo 3.3 com mais detalhe:

n+1 n 2
v =y Ov At 0Mv(zg, tn) 9
A g Tt o2 +O (A1)
a0 passo que
Ui — 205 Hupy (g, tn) | (Ax)? 9wy, tn) 4
(Ax)? Oz? + 12 ozt +0 ((Ax) )

Dessa forma, o erro de truncamento do esquema do Exemplo 3.3 é

n v - v v n n n
T = 0(Th tn) — Vaa(Th, tn) = & N, o e (Vg — 20 +viy) —
At 9% v(Az)? 0*v(zk,ts) 9 4
5 w(xkvtn) + 19 ot +0 ((At) , (Ax) )
e assim, desprezando erros de arredondamento,
AR v(Ax)? 0oy, ty,)
no_ ) A 2 A 4

Entretanto, se assumirmos que vi(z,t) e v, (z,t) sdo fungdes continuas, entao

O*v(xy,t,) O ( 0?v(zy, t 0? < >

n)\ _ 0% (Ov(xktn)
oz ot 022 = Vo2

ot

18

e assim
Poentn) 2 0v(w tn)
ot? - ozt '
Dessa forma
n U (Ax)? 0*v(xy, t,)
=g (6 - VAt) oh + 0 ((&t)%, (Ax)*).

Conclusao : se tomarmos At, Az tais que
AN
(Az)2 6V

e se a quarta derivada espacial for limitada, entdo o erro de truncamento do esquema
do Exemplo 3.3 é de segunda ordem no tempo e quarta ordem no espaco.

Introdugao 3.1 :
Neumann

Tratamento numérico de condig¢oes de contorno; condigcio de

No problema de difusao visto anteriormente, ressaltamos suas condig¢oes de con-
torno

=a
b
Essas condigoes de contorno sao chamadas de condigoes de Dirichlet, sendo as de
mais simples implementagao numérica.

Muito frequentemente, para uma barra representada pelo segmento {z : 0 < x <
L}, o problema fisico nos d4 condigdes de contorno do tipo

v2(0,t) = a(t)
vz (L, t) = b(t)

chamadas condigoes de contorno de Neumann e que traduzem um controle do
fluxo de calor nas extremidades da barra.

a
b

Entretanto, condi¢oes de Neumann ndo podem ser exatamente implementadas
e consequentemente satisfeitas ao computador. Se consideramos, por exemplo, a
condigédo v,,(0,t) = a(t), vemos que uma abordagem bastante natural é usarmos

n n
U1 — Y

Ay =a(nlAt), n=1,2,3,...



e entdo terfamos vl = v — Az a(nAt),n = 1,2,3,.... Essa expressao ainda
nao permite o calculo de vy, mas permite a eliminacao de vy das demais
equagoes que compoem o esquema numérico.

Problema: pode mostrar-se que o erro de truncamento da solugao sera
também determinado pela ordem da aproximacao das condigoes de con-
torno.

Dessa forma, como essa aproximagado é de primeria ordem no espago, mesmo us-
ando aproximagOes mais exatas (maior ordem) na equagio diferencial parcial, a
solugao ao problema de contorno ainda teria um erro de truncamento de primeira
ordem no espaco.

Possivel saida: aumentar a ordem da aproximagcao das condigoes de contorno.

Assim, introduzimos os valores v”; e usamos entao a aproximagao

v} — vy
—— =a(nit),n=1,2,3,...
2Ax ( )
e entdo v = v"; +2Az a(nAt),n = 1,2,.... Essa expressao sera usada na equagao
vt =g uf =205 oy
At (Ax)?

obtida da aproximagcao da equagao diferencial quando k& = 0.
Dessa forma, temos

v6L+1 —vg _ vP — 20 +of — 2Ax a(nAt)
N (Ax)?

= ot =] + —2vAx a(nlt)

(Ax)?

e essa ultima equacdo permitird calcular vy, n =1,2,3,....

Definicao 3.2 Diferencas finitas na wvaridvel espacial x serdo denotadas pela
fungdo 6(-), da sequinte forma:

04 (vg) = vy — v, 0 (vg) = v —vp_y
0 (v) = viy — Uiy, 67(VF) = Uy — 208 — v

Dessa forma, o esquema de Euler para v; = vv,, pode ser descrito por

n+1

vy, vAt

(Az)?

n
7,Uk:

- 14
At (Do)

n
k

S (vp) = vt = o + 62 (v

);

ao passo que o esquema Leapfrog para v; = vv,, pode ser descrito por
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n—1
— vy

2Nt

n+1

Yk _ V52(’UZ)

(Ax)?

vt

(Ax)?

n+1
= U

:v2_1+2 52(1) ).

n
k

Definigao 3.3 O método de Crank-Nicolson para vy = vv,, € descrito por

n

v v

(Ax)?

n+1
Uk —

52 (op ) + 6% (vp)
At )

2

Exemplo 3.6 : O esquema implicito de Crank-Nicolson para o problema de difusao

Dessa forma, v; = vv,, € discretizado via:

vAt

2(Lx)?

vt ()
2(Ax)?

n+1l _

2 n+l _ n
vy, 0"y,

e vemos que esse esquema é implicito de 2 estagios.
Nosso problema discretizado é entao :

ot 352(1);;“) = vp + 252(1;,*;) k=12 Kin=0,12,
) = f(kAz) L k=0,1,2,..., K
vy = an, = a(nt), v = b, =b(nAt) ,n=0,1,2,3,.

A primeira equacao é entao considerada em trés casos:
(A) k=1:

Tvn+1 - r

r
5 2 = 5 5 an+1

(L4 r)op ™t = 5

r
an + (1 —r)of + iv;LJr

(B) k=2,34,.... K —2:

r n+1 n+1_r n+1_i i

ToUk-1 T (L+7)vy, Ukt = 2”2—1 + (1 =r)vp + 2”1?+1-
C)k=K-1:
r T T T
~5 VR (L4 R = Svfey o (1= 1)0ky + 5ba + Sbui
o que significa que temos K — 1 equagdes nas (K — 1) variaveis v ™', vf ™ . v%tll.

Matricialmente, temos Av™T! = z" onde



1+r —r/2 0
—r/2 1+r —r/2 0
A= 0 —r/2 1+7r —7r/2 0
o 0 r/2
0 oo 147 —r/2
—r/2 1+
vzi San + (1 = 7)ol 4+ 508 + Sani1
v5
vl = SO z" = Sup_y + (L —=r)vg + 5vp,
v,
it Lol o+ (L—r)vh_ + Sb, + 2D
K-1 2K -2 K—-17T 2% T 5%n+1

A matriz A acima é uma matriz constante (ndo muda de um passo para
outro) esparsa do tipo tridiagonal. Dessa forma, seu armazenamento,
fatorizacao e a solugao de Av™t! = z" podem ser feitos usando métodos
especializados para esse tipo de estrutura.

Definigdo 3.4 Nos chamados métodos (esquemas) numéricos de passo multiplo,
0s valores nos m instantes anteriores n,n — 1,n —2,n —m + 1 sao usados na de-
terminagao dos valores do (n + 1)-ésimo instante, onde m € N;m > 1. Neste caso,
dizemos que

e 0 método tem m passos, ou entdo que
e 0 método tem m + 1 estdgios.

Se acima tivermos m = 1, entao temos os chamados métodos (esquemas) numéricos
de passo simples ou 2 estdgios.

Definigdo 3.5 Um método (esquema) numérico € dito explicito se os valores no
(n + 1)-ésimo instante sao determinados explicitamente. Caso contrdrio, o método
(esquema) numérico € dito ser implicito.

Um exemplo de esquema numérico explicito de passo simples é o apresentado no
Exemplo 5, onde os valores no (n + 1)-ésimo instante sao diretamente determinados
apenas pelos valores do n-ésimo instante.

Para a equagao diferencial ordinaria ' = f(¢,y), um esquema de m passos é

Yi+1 + Q1Y; + Oézyi—h1 + .ot amYit1-m _ (45)

Bof (i1, Yit1) + oo+ B f (Fit1—m, Yit1—m)
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3.1 Meétodos Implicitos ou Corretores de Adams

Os esquemas implicitos de Adams-Moulton (Corretores) sdo uma familia de esquemas
de m passos onde
ar=—-1, a=a3=...=q;, =0

e os coeficientes [y, . . .
erro de truncamento.
A tabela 6 mostra os valores desses coeficientes para m = 1,2, 3.

, Bm s@o determinados de maneira a maximizar a ordem do

Tabela 6: Parametros para os esquemas Corretores de Adams

m | fBo B B2 B3 T

1] 121 12 O(h?)
2 | 5/12 | 8/12 | -1/12 O(h?)
319/24 | 19/24 | -5/24 | 1/24 | O(h*)

Aqui o parametro de discretizagdo é denotado por h. Por exemplo, o esquema
corretor de 2 passos de Adams é

w = Bof(tis1,yirr) + Buf (ti, i) + Baf (timr, i) -

Neste caso, pode-se mostrar que o erro de truncamento é dado por:

ein = Yirl Z 9 Bof (tiv1, yiv1) — Buf(ti, vi) — Baf (tic1,yio1) =

h
hy" (; h2y 3 (t;
(1B B — o)y (1) + (1~ 280 +28) ™ (1 gy ) V0D
h3 (4) tl
46, + 452)%74() ++0(hY)
Dessa forma, as parametros (g, 51 e B2 devem satisfazer
1=Bo—P1—B =0
1 =208 + 2/ =0
1 =360 — 30 =0
o que resulta
5 8 -1
ﬂO_E;ﬂl_ﬁ7ﬂ2— 12 .

Como 1 — 40y + 402 # 0, o erro de truncamento é de ordem 3.

Dificuldade com esquemas de passo miiltiplo: eles normalmente requerem
um nimero adicional de valores para sua inicializacao.



Exemplo 3.7 : encontrar solu¢cao numérica para o PVI

dy _ _y
a1+t .
y(0)=1

40

no intervalo [0, 20], para p = 1.5, usando o método Corretor de Adams de ordem 2
e h=0.1
Temos f(t,y) = y/(1 +t3/?), e assim

i1 — Y 1 i 1y ‘
y+1h Y :i y3/2 5 y+31/2,Z:0,1,2,...,n—1 104
14 £ 1+ .

yO = 1 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

€ re-escrevemos a primeira equagao:

3/2 3/2

) h ) h Figura 2: Solugdo numérica do exemplo 3.7 via esquema corretor de ordem 2.
— 375 | Yi+1 = =5 | ¥
2(1+147) 2(1+477)

o que implica no esquema numérico Tabela 7: ParAmetros para os esquemas Previsores de Adams

m | fo| B B3 Ba T
o =1 1|0 1 O(h)
A -t L 2 10| 3/2 | -1/2 O(h?)
Yit1 = (1—3/2> <1+3/2> yvi ,1=0,1,2,...,n—1 310 |23/12 |-16/12 | 5/12 O(h?)
2(1+8340) 21+47) 4| 0 |55/24 | -59/24 | 37/24 | -9/24 | O(h*)

e a sequéncia de comandos em Scilab
——> h = 0.1; t=[0:h:20];n = 20/h;
——> p=1.5; y=0*t;y(1)=1; e os coeficientes (g, ..., B, sao determinados de maneira a maximizar a ordem do
——> for i=1:n erro de truncamento sob a restri¢do 3y = 0.
——> ti = (i-1)*h; til=ti+h; A Tabela 7 mostra os valores desses coeficientes para m = 1,2, 3, 4.
——> di =1 + h/(2+2%ti*sqrt(ti)); ui= 1 - h/(2+2*til*sqrt(til));
—> y(i+1) = di*y(i)/ui;
——> end

produz a Figura 2.

Exemplo 3.8 : encontrar solu¢ao numérica para o PVI

dy _ cos(t)
3.2 Meétodos Explicitos ou Preditores de Adams gjl(tl) 71517292

Os esquemas explicitos de Adams-Bashforth (Preditores) so uma familia de esque-

d d
HHas e m passes onde no intervalo [1,10], usando o método Previsor de ordem 3 de Adams e h = 0.1.

op=—1,=a3=...=a, =0 Temos f(t,y) = cos(t)/(t + y?), e assim
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5 cos(ti—2)

Yi+1 — Yi - §COS(ti) B 16 COS(ti_l) 9
12t 04y,

ho 12t 4yl 12t +y2
Yo —yo _ cos(ty)
2h t1 + y2
Y1—Y% COS(toS
h o to + yg
Yo =1/2

€ re-escrevemos a primeira equagao:

23h cos(t:)
12 t; +y2

2

1

PR

16h cos(ti—1)

12 ¢ +yl

5h cos(ti—2)

12t 0 +y? ,

Yi+l = Yi +

o que implica no esquema numérico

Yo =1/2

y1 = yo + hcos(to)/(to + y2)

Yo = yo + 2hcos(t1)/(t1 + y?)

23h cos(t;)  16h cos(ti—1)

12t +y? 12t F YR,

5h cos(ti—2)

, i
12t o+ y?,

Yit1 = Yi + =2,...
A sequéncia de comandos em Scilab

——>h = 0.1; t=[1:h:10]";n = (10-1)/h;

——> y=0*t;y(1)=0.5;

——> function u=f(t,y)

——> u = cos(t)/(t + y*y); endfunction

——> (@) = y(1) + b*(t(1)y(1));

—> (@) = (1) + 20*(t(2),y(2));

——> for i=3:n

—> y(i+1)=y(i) + 23*h*f(t(i),y(i)) /12 - 16*¥h*f(t(i-1),y(i-1))/12 +
——> 5*h*f(t(i-2),y(i-2)) /12;
——> end

——> plot2d(x,y,-1)
produzem a Figura 3.

3.3 Meétodos Preditor-corretor de Adams

Esses métodos sdo combinagoes dos métodos explicitos (preditores) e implicitos (cor-
retores) de Adams.

Estratégia: primeiramente, aplicamos o esquema previsor para obter uma aproxi-
magao yP de y;y1, apds, usamos yP no lugar de y;41 no lado recorrente da equacao.

P 5, C
Yy — Y — Yit+1

22

06 ,++the
0.5+

0.44

0.31

++++++

s e

"""""
+y

+ +
+++++++

10

Figura 3: Solugdo numérica do exemplo 3.8 via esquema previsor de ordem 3.

Exemplo 3.9 : Resolver numericamente o PVI

{ dy/dt = y(4 —y)

y(0) = 1/10
no intervalo [0, 5], usando o método Preditor-corretor de Adams de ordem 2, e N =
20.
Propomos o esquema numérico
Yo = 0.1, y1 = yo + Dtyo(4 — yo)

3O0tyi(4—yi)  Otyioi(4—yi—1)

2 2
Aty (4 —yp) n Aty (4 —y;)
2 2

Yi +

Yp =

Yit1 = Yi +

parai=1,2,3,...,N —1
A sequéncia de comandos em Scilab
——> N = 20; h = (5-0)/N;
——> t=[0:h:5]’;
——> function u=f(t,y)
——> u = y*(4-y);endfunction
—=> y=0%; y(1) = 0.1; y(2) — y(1) + h*( £(1), y(1) );
——> for i=2:N
——> yp = y(i) + SR )() /2 - By (D)2



——>  y(i+D)=y(@) + b*tG+1),yp)/2 + b*(e(0),y(1))/2;

——> end 4
——> ye=4*ones(t)./(ones(t) + 39%exp(-4*t)); ar
——> [ty ve] s3]
——> plot2d([t t].[y vel,[-2 1]) 20
produz a Tabela 8 e a Figura 4, que mostra o resultado da avaliagao desse esquema -
numérico: 21
Tabela 8: Aplica¢do do esquema Previsor-Corretor de Adams 131
t; Yi exata t; Yi exata 097
0. 0.1 0.1 2.75 | 4.0133827 3.9973962 05 g
0.25 | 0.1975 0.2606322 || 3 4.0036113  3.9990417 01— — : : — T

0.5 | 0.4834080 0.6371379 || 3.25 | 3.9993494 3.9996474
0.75 | 1.0775639 1.35976 3.5 | 3.9986079  3.9998703
1. 1.9709386  2.3333004 || 3.75 | 3.9991186 3.9999523
1.25 | 2.8258465 3.1676145 || 4. 3.9996869  3.9999824
1.5 | 3.4324052 3.6474009 || 4.25 | 3.9999855 3.9999935
1.75 | 3.7938897  3.8626317 || 4.5 | 4.0000674 3.9999976
2. 3.9667782  3.9483437 || 4.75 | 4.0000542  3.9999991
2.25 | 4.0231938 3.9808403 || 5. 4.0000238  3.9999997
2.5 | 4.0255656  3.9929301

Figura 4: Solugdo numérica do exemplo 3.9 via esquema previsor-corretor de ordem
2 de Adams.

e Método RKF45

_ O método de Runge-Kutta-Fehlberg para solu¢gdo numérica de
Introdugao 3.2 : Métodos de Runge-Kutta para solucao de EDO de primeira or-

dem

Estes sao provavelmente os métodos de alta-ordem mais faceis de programar. Sao
métodos de passo simples que, ao contrario dos métodos de passo multiplo, sdo auto-
inicializaveis e nao enfrentam dificuldade ao variarmos o passo h. Por outro lado,

métodos de Runge-Kutta requerem muitas avaliagdes da fungdo f por passo. dy = f(t,y)

dt
e Métodos de Runge-Kutta

Esquema cléssico de Runge-Kutta de quarta ordem:

ky :f(tnvyn)
ka = f (tn + h,yn + kks)

h(k1 + 2ko + 2k3 + ka) . L
Yn+1 = Yn + 6 Novamente o parametro de discretizagao é denotado por h.

possui um erro de truncamento de quarta ordem, além de fornecer uma estimativa
de quinta ordem desse erro de truncamento.
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ki =hf (tn,yn) Se a derivada parcial v,, for aproximada pela diferenca

h k
ko = hf tn + Zayn + 41> Uk+1(t) — 2’Uk(t) + vk_l(t) . 62("%)
3h 3k ks (Ax)? (Az)?
ks =nh tn S 2 Yn Yy o0
8 ! + 8 Unt 32 * 32 entao temos
12h 1932k 7200ke  T7296ks 9
ka=hf |t f— -
S N TR T T TT T T T (o, zp,t) = A(U’“g.
bt (g 430k B8Ok, 845, (L)
s AT T T 016 T3 o t
h 8k 3544k 1859k 11k i ’
ko= nf (4 My, =3 o 5 4 11ks sistema de edo’s |
n 25k, 1408ks  2197ky ks A I I I I I I I I .
= —_ — I I I I I I I I I I I
Ynt1 Yn 216 2565 4104 5 o T | | | | | | | | I O
E | | | | | | | | | | | I S
_ Lk 128ky 219Tks ks | 2k S| B
en = T\ 520n " o7 + =+ = c | | | | | | | | | | |
h |360 4275 75240 50 55 S o (I <)
(@)
(&) [ | | | | | | | | I
. : o - e
4 Meétodos de discretizacao parcial; o B I -
. . I I I I I I I I I I I | o
Método das Linhas S| 2
S [ I I I I I I I I I 2
I I I I I I I I I I I
Os métodos numéricos vistos anteriormente sao de discretizacao total, pois tanto g [ T T R T N A R I 8
.. . .. ~ . . o | | | | | | | | | | | |
as variaveis de espago (z) quanto a variavel temporal (¢) sdo discretizadas. Do
[ | | | | | | | | I
Introdugao 4.1 : Método das Linhas. AL U S S :
O Método das Linhas é um método de discretizacdo parcial, onde apenas as condicao inicial : 1
variaveis espaciais sao discretizadas. Essa estratégia, da origem a um sistema de
equagoes diferenciais ordinarias na variavel ¢. FEsse sistema de equagoOes é entao Assim, temos os sistema de equacdes diferenciais ordinérias
resolvido usando-se métodos cléssicos disponiveis na literatura.
U1 p(v2 — 201) + pa(t)
Exemplo 4.1 : Método das Linhas para o problema de difusao d | V2 p(vs — 202 + v1)
Apés a discretizagéo dt VK —2 p(Vk—1 — 20K _o + VK _3)
VK_1 P(*QUK—l + UK—S) + pb(t).
zr = kAx |, ve(t) = v(zg,t) ; k=0,1,2,..., K .
com a condigao inicial
e a escolha de uma aproximacao de diferencas finitas para a derivada parcial v,,, a v (0) = f(Ax)
equacao parcial vy = Vv, escreve-se v;(()) = f(201)
dvy,
—r = fow 2w t) vi_1(0) = fF((K — 1)Az).
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Implementacdo do Método das Linhas: Varios métodos classicos para onde f(x) = 3sen(27x) e a(t) = b(t) = 0.

solugao de sistemas de equagoes y’ = f(y,t) podem ser usados. O Método das Linhas é entdo aplicado e o sistema de equagdes diferenciais or-
Entre eles: dinérias é resolvido usando o método preditor-corretor de segunda ordem de Adams:
e Método de Euler, Trapézio 3hf(ty, hf(tn—1,Yn—
WP = yn + f(znyn)+ f(n;yn 1)
e Métodos de Adams-Moulton e Adams-Bashforth Bf(tnst, v?)  Bf(tnsyn)
Yn+1 = Yn + 9 9

o Métodos Preditor-Corretor de Adams

A solucao numérica em Matlab, para N = K =8, Ax = At = 0.125, é mostrada
e Método de Runge-Kutta, Runge-Kutta-Fehlberg abaixo

s ~ .
Nn = numero de EDO’s Solucao Numerica para Exemplo 3.2

inicializacao parametros
TOUT <—— T_INICIAL

- J

' ™
chamar FCN para entrar
as condicoes iniciais

INCREMENTAR
TOUT <—— TOUT + TP
/

solucao numerica
o

e calcular dif NUM—-EXAT

-

calcular solucao EXATA}

RKF45(FCN, TOUT,T(%)...

chamar rotina integracao|
IMPRIMIR solucao

-

p
ERRO EM RKF45 ??77?
TOUT = T_FINAL ??77?

variavel t

. variavel x

Exemplo 4.2 : Implementac¢io do Método das Linhas para problema de difusao .

5 Revisao de pré-requisitos

Considere o problema de condigoes de contorno

V= VUge, 2 €(0,1), £>0 5.1 Revisao de analise real e funcional
v(z,0) = f(z), z€][0,1]
v(0,t) = a(t), v(1,t) =b(t),t >0 Em espacos de dimenséo finita, usaremos as normas
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N

Sl . fullaae =

k=1

N

Yo lurlPAa . fulle = max Jugl

HUHQ - 1<k<N
k=1 -

Em espagos de sequéncias infinito-dimensionais, como os espagos £p:

[e'e) l/p
b= u=/(..,—u_1,up,U1,...): ( Z |uk|p> < oo

k=—o0

o 1/p
[ull, = ( > Iwcl”>

k=—oc0

com norma

e em particular, quando p = 2,

o0
by = {u: (oo Uy, U, Ug, e ) Z ug |2 <oo}

k=—o0

e norma-energia

Quando p = co temos os espago das sequéncias limitadas
Em{u(...,u_l,uo,ul,...): sup |uk|<oo}
—o0o<k<oco

com norma

lulloo = sup |ul.
—oo<koo

Além disso, no contexto de transformadas integrais usaremos o espago de fungdes

complexas

LQ(R)z{v:RH(C:/Rv(x)de<oo}

de fungoes de quadrado integravel a Lebesgue, e norma

lellz = /R jo(z)[2dz

Para vetores ou sequéncias bi-indexadas em RN >N

N, Ny

”{ujk}HQ,Ax = Z |Ujk|2A:Z?Ay
j=1k=1

2,Ax = Z Z |Ujk‘2A.%‘Ay

j=—00 k=—00

1w}

e para o espago Lo(R) bi-dimensional

loll2 = ¢ / oz, y)|2dady
RxXR

Para sequéncias de vetores

_ k k
u=(.,u_1,%,U1,...) , uj ER"ouC

o0

Y llujllzAz

j=—o0

[ulle, e =

e para funcdes vetoriais v : R — C:
=/ [ Io@lds
R

5.2 Revisao de algebra matricial

Operadores A : X — X, onde X é um espago linear com norma || - ||.
Exemplo: X tem dimenséo finita e A é um operador linear

X1 xr1 — 21’2 + 3
T2 — T+ T3
3 T2 — X3

com representagao matricial



onde toleraremos o abuso de notagdo : A(zr) = Ax.
A norma de A induzida por || - || é:

[All = sup [|Az].

lzll<1

Lema 5.1 Se A é uma matriz N x N hermitiana (A = A*) entdo a norma espec-
tral € definida por

|All2 = o(A)
onde a(A) é o raio espectral de A, definido por
o(A) = max{|)\| : Iz € CV, Az = \z}.

Definigao 5.1 Os walores singulares de uma matriz A sao as raizes quadradas dos
autovalores de AT A.

Definigao 5.2 Se A é uma matriz complera qualquer entdo definimos

[All2 = Vo (A*A).

Assim, se A € uma matriz real qualquer

[Alls = /o (AT A).

Dessa forma, a norma espectral de uma matriz real A € determinada pelo seu maior
valor singular.

Como o célculo dessa norma requer computagao pesada, algumas alternativas podem
ser consideradas.

1. Matrizes especiais. Algumas matrizes tem autovalores e autovetores con-
hecidos analiticamente, o que facilita bastante a anélise numérica. Considere

b ¢

a b

de dimensao NV x N. Os autovalores e correspondentes autovetores sao :

o a Jjm
)\j_b+20\/:COS<N+1)

a b kjm
uj(k)2<\/:> sen(Ni_l) ,k=1,....N

27

para j =1,2,...,N.

2. Normas Matriciais Equivalentes. Para vetores de n componentes, uma
consequéncia da defini¢do das normas vetoriais || - ||, é

oflz]l2 < [lz]l1 < vnllz|2
o[[z]oo < [2]l2 < VRl 2]l
o[z]loo <[zl < |20

Uma consequéncia direta para estimacgdo da norma matricial ||Al|2 (norma espec-
tral) sdo as formulas

1
o =l Alle < [[All2 < vnl| Allo

o[l All2 < [ Allr < v/nl|All2

o[l Allz < VIIA[l1]|Alloo

onde ||A||r é a chamada norma Frobenius de A, definida por

n

Zima‘?

=1 j=1

1Al F =

e que verifica ||A[|% = tr(AT A) (traco matricial).

6 A nocao de estabilidade de um esquema
numeérico

Um esquema de valor inicial é estavel: pequenos erros nas condigoes
iniciais correspondem a pequenos erros na solugao

Definigao 6.1 Um esquema de passo simples
"ttt =Qu”, n>0

¢ estavel com respeito a norma || - || se existem constantes positivas ANz e Nty e
constantes nao negativas K e 3 tais que

[0+ < Ke|u’|l,n = 0,1,2,...

para 0 <t=(n+1)At, 0 < Az < Az e 0 < At < Aty.



Lema 6.1 O esquema acima € estdvel com respeito a norma || - || se e somente se Considere a equagdo de onda unidimensional

existem constantes K e (3 tais que
vi+av, =0, 2>0,¢t>0

Q™| < Ke’',n=0,1,2,... . o
com condigdo de contorno v(0,t) = g(¢) e condi¢ao inicial v(z,0) = f(z).

para 0 <t=(n+1)At, 0 < Az < Az e 0 < At < Aty. O esquema de Euler para essa equagio é
ot

Demonstragao : k N Eta N
Supomos que [|Q" || < KeP',n =0,1,.... Entdo r

e assim temos

unJrl — Qun — QQunfl = = QnJrluO
: vy =g(tn),n=0,1,2,
¢ assim B vp = flzx), k=0,1,2,.
||u"+1||=||Qn+1u0||§||Q"+1||||UO|| SKeﬂtHuOH vy =(1+R)’UZ—R’U]€+1,/€: ,1,2,..,n=0,1,2,...
e entdo o esquema numérico é estavel na norma || - ||. onde R = alt/Az.
Supomos que o esquema numérico é estavel na norma || - ||. Entdo existem Observamos que
constantes K e 3 tais que |Ju" || < Keft|jul|| , n=0,1,2,.... Por definigio o0 o0
o t2 = (14 R)vf —rop, |2
1M = sup Q" ull = sup Ke[lul] < Ke 2o P 2 0
flull<1 flull<1 ) 00
como querfamos mostrar. Z ‘UZHF < Z {|1 + R|2|vl7cl|2 +2[1 + R||RHUZ||UZ+1| + |R‘2|UZ+1|2}
k=—o00 k=—o00
Exemplo 6.1 : estabilidade do esquema de Fuler para equacao de difusao . - -
i ! part eanee 4 Do lopt < >0 {1 RPREP 4200+ RIR] (0 + o1 ) + [ RIPof ]}
Considere o esquema numérico k=—c0 o k=—o0 -
+12 2 2 2
wl = (1= 2+ el up ) D WP Y (L4 RP 421+ RIR| +[RP) [og]
k=—o0 k=—o0
para a solucao de v; = vv,,. Mostraremos que esse esquema é condicionalmente > nt12 < (1 4 R R > 12
estavel com relacao & norma do supremo. Z o 17 < (1 + BRI+ |R]) Z v |
k=—o00 k=—o0

Observamos que se 1 — 2r > 0 entao

e dessa forma, na norma ¢ temos
lup ™ < (1= 20)|u| + rlug |+ rlu | < (1 =20 + 7+ 7)][u" oo ’ ?

"y < Ko fju” de K1 = |1+ R|+|R
e assim, tomando o supremo para 0 < k < co: [ 2 < Kallu™l>, onde Ky = |1+ F| + [E|

e assim
" oo < Ju"]|oo ,n =0,1,2,....
Ty < K u® =0,1,2,....
o que implica [[u || < [|u], n = 0,1,2,.... ™2 < K wCllz, n =0, 1,2,
Dessa forma, se 0 < 7 < 1/2, a condigdo de estabilidade ¢ satisfeita para K = Dessa forma, o esquema é estavel na norma /5 se e somente se existe uma constante
1,6=0. K tal que
Exemplo 6.2 : estabilidade do esquema de Euler para vy + av, =0 (|1 + R+ |R)"™ < K
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o que somente é possivel (K =1)se |1+ R|+|R| <1.
Conclusoes : com relagao & norma fo,

e se R > 0entdo |1+ R|+ |R| > 1 e 0 esquema é incondicionalmente instavel;

e se R < 0 entdo o sistema é estavel se e somente se |1 + R| < 1+ R; ou seja
1+ R<0— —1< R <0 (condicionalmente estavel).

Introdugao 6.1 : Critérios para andlise numérica da estabilidade

Trés modalidades de anélise numérica da estabilidade serao discutidas nesta dis-
ciplina:

e Analise de Fourier;
e Anélise de Von Neumann;

e Analise espectral;

Definigao 6.2 A transformada discreta de Fourier de uma sequéncia u € fo € a
fungdo @ € Lo[—m, ] definida por

1 00
_ e—imﬁum
o Z
m=-—00

para § € [—7, 7.

Lema 6.2 Seu € {5 e 4 € a transformada discreta de Fourier de u, entdo
(a) (Transformada Inversa)

€)de.

Um =

1m§
V 2w /—Tr
(b) (Identidade de Parseval)

lallz = [lull2
Prova: (a)

zkf 1

F Ka 2 ¢ Mt =

m=—0o0

e assim

(b) Temos

e dessa forma

[ emsi)ic -

oo
> Ui = [Jull3.

m=—0oQ

=Y w =
m=—0oQ
Lema 6.3 : Estratégia para Andlise de Fourier

A sequéncia {u™} é estdvel em la n, se e somente se a sequéncia {U"} € estdvel
em Lo([—m, 7).

Exemplo 6.3 : andlise de Fourier do esquema de Euler para equacao de difusao

Consideramos

n+1
g,

=rup_y + (1 =2r)up +rup,, , —00 <k < o0

onde r = v/At/(Ax)?, e aplicamos a Transformada Discreta de Fourier

,[LTLJrl zkf

ruz_l + (1 —2r)ug + ruzﬂ) =

=

Z {re_i(k*'l)5 + (1 — 2r) exp~ ¢ +re_i(k_1)5} U

1
e assim
a" (e = [re_iE +(1—-2r)+ Teiﬂ " (€)
e entao

a" (&) = (2reos(€) + (1 - 2r)) a"(€) = (1 — drsen®(£/2)) 4" () .

Dessa forma, o esquema de Euler para v; = vv,, é estdvel na norma energia em
03 nq Se e somente se
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‘1 - 4T8€n2(f/2)‘ <1 _ge*iﬁﬁn+1 +(1 _|_,r.),&n+1 _ geiﬁﬁn+1 = geﬂfﬁ” +(1=r)a" + geiﬁﬁn

Temos entao e entao
—1 <1 —4rsen?(£/2) & sen?(£/2) < 2/r V¢ € [—, 7). [_g (e—zf +ei5) +1 _Ha} Gl — [g (e—if —l—ei&) +1— 7,} an

Assim, uma condicdo necessaria e suficiente para a estabilidade ¢ 0 < r < 1/2. (—=rcos(&)1 + 7)™t = (recos(€) +1 —r)a"
(14 2rsen?®(£/2)) "' = (1 — 2rsen®(£/2)) 4"

Defini¢do 6.3 A quantidade p em a" 1 (€) = pu™T(€) é chamada de simbolo do

esquema numérico correspondente. Assumiremos que p € uma fungio continua de © temos

&. Muitas vezes assumiremos que p(§) € derivdvel ou mesmo duas vezes derivdvel. 1 — 2rsen®(£/2)

P& = 1+ 2rsen?(£/2)

Exemplo 6.4 : andlise de Fourier do esquema de Fuler para vi + av, =0

Assim, como r > 0,
Considere o esquema de Euler para v; + av, = 0,a < 0:
1] + |2rsen?(£/2)] < 1+ 2rsen?(£/2)

n+l _ _ _ =1
upt™ = (1+ R)up — Ru 1,k =0,4+1,42, ... Ip(&)] < ¢ 2rsen®(€/2) = 1 2rsen®(/2)

onde R = aAt/Ax. e esse esquema numérico é incondicionalmente estavel na norma f5 A,.
Aplicando a TDF temos

" H(E) = (14 R)A™(€) — Re'€a™(€)

Lema 6.4 : condi¢ao de von Neumann para estabilidade usando TDF
O esquema de diferencas u™ Tt = Qu™ € estdvel com respeito & norma energia se

e assim p(¢) = 1 + R — Rcos(€) — iRsen(€). e somente se existem constantes positivas Aty, Axg e C tais que
Como p(§) é complexo: p(&)] <1+ CAt
2 _ 2 2
Ip(&)]" = (1 + R)” —2R(1 + R) cos(§) + R”. para 0 < At < Atg, 0 < Az < Axg e todo & € [—m, 7).

O valores maximo e minimo da expressao a direita correspondem a £ = £ e £ = 0.

Como R < 0, temos Demonstragao :

Lembramos |p(&)| < 1+ CAt < et e entdo

< <
[1+2R| < [p(§)] < [1 p(6)|7 1 < elntnCAE

e entao
Dessa forma
—1<14+2R=-1<R<0

2
) p(E)PF2 [a0(8))? < (e(n+1)CAt) a0()?
é a condicao para estabilidade do esquema numérico. PO 1)l )]

™ ™
Exemplo 6.5 : estabilidade do esquema de Crank-Nicolson para equa¢ao de difusdo — |antL(€)|2de < / e2(n+1)CAt |00 (¢) |2 de
—T —T
Considere o esquema implicito de Crank-Nicolson para v; = vvg,: — |la" ()| < e(nTDCAL [|12°(&) ||
A ] ntl  Tynt1 _ Tom 1— )l + sul,, k=0,1,2 érico ¢ estavel 0y P ia, t
5 Ukt + (1 +7r)uy, 5 Ukt = 3Uk-1 + (1 —r)ug + Ukt K=0,1,2,... e 0 esquema numeérico é estavel na norma 5. Para a norma energia, temos
Aplicando a TDF, ||Un+lH2,Am = VAz|u" |y = V/Axla" 2 <
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@eb(n+l)At||aO||2 — @eb(n+l)At|‘u0‘|2 — eb(n+1)At”uO”27A$

e a estabilidade também segue para a norma energia.
Omitida. Prova por contradigdo em J. Thomas.

Exemplo 6.6 : estabilidade do esquema de Fuler para vy = vvg, + bv

Considere o esquema de Euler
uptt = rul 4 (1= 20 + DA + rup k= £1,£2, ...

para a solucao de v; = vz + VUL + bv, b > 0.
Tomando a transformada de Fourier

0" = re 80" + (1 — 2r + DAL G + reStan
4" = (1 = 2r + bAt 4 27 cos(€)) a"

e assim o simbolo p(&) satisfaz
p(&) = (1 —4rsen®(£/2)) + bAL .
Dessa forma, se r < 1/2 temos
()] <1+ bAE <

e assim essa esquema numérico é condicionalmente estédvel na norma energia, com
condigdo r < 1/2.

Exemplo 6.7 : FEstabilidade de esquemas de passo duplo

Considere o esquema de Leapfrog para vy = vv,,:
uptt —2r(uf_y — 2ul + ) —up Tt =0
Aplicando a TDF

4"t —2r(e® — 24 e )0 — " =0
"t 4+ 4r(1 — cos(&))a" —a" ! =
4"t 4 8rsin?(£/2)a" — 4"t = 0.

Dessa vez, as solugoes 4" verificarao
n Btil,,0
[u™| < e”*[lu”]|
se e somente se as raizes A\; e Ay da equagao caracteristica

A+ 8rsin?(/2)A —1=0

satisfazerem:
. )\175)\2,|A1|§1+01Ate|A2|§1+02At;
. )\1:)\2e|)\1|:|)\2|<1.

Entretanto, da equacao caracteristica concluimos A1 Ay = —1 o que impossibilita a
segunda alternativa acima. Além disso, seu discriminante é

A = 64r% sin(£/2) — 4(1)(—1) > 4
e sempre teremos duas raizes reais distintas

A1 = /16r2sen4(£/2) + 1 — 4rsen ?(£/2)
Ao = —/16r2sen4(£/2) + 1 — 4rsen?(£/2)

que satisfazem |A1||A2] = 1.

Apos estudo dos sinais das derivadas da func¢ao p(u) = /1 + u? — u concluimos
que essa func¢do é monotona decrescente e entdo 0 < p(u) < p(0) =1 . Assim segue
A1l < 1.

Apos estudo dos sinais das derivadas da fungéo ¢(u) = —v/1 + u? — u concluimos
q"(u) < 0, ou seja, a fungdo é concava para baixo. Entao q(u) < ¢(0) + ¢'(0)u e
segue

|A2| > 1+ 4rsin?(£/2)

e a estimativa |A2| <14 CAt ndo pode valer.
Dessa forma, concluimos que esse esquema é incondicionalmente instavel.

Introdugao 6.2 : Andlise de von Neumann

A estabilidade de um esquema numérico de passo simples é estudada usando har-
monicos discretos de Fourier; para tal, substituimos

uz, _ enezﬂcﬂ'Aw

e restringimos os parametros de tal forma que |¢| < 1.

Exemplo 6.8 : Andlise de von Neumann para o esquema de Fuler para vy = Vg,

Considere uZ“

Temos

=rup_; + (1 —2r)u} + TUR, -

€n+1ezjk7rAm _ eneljk"n'A:E(refljkﬂ‘Ar + (1 _ 27,) + Tez]kﬂ'A$)

. 2 [ jrlx
=e=1-2r(1—cos(jmAz)) =1—4rsin (JT)
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e entdo o esquema é estavel se e somente |e] < 1, ou seja r < 1/2.
Introdugao 6.3 : Andlise Espectral

No contexto de um esquema numérico de passo simples é o estabelecimento de esti-
mativas sobre os autovalores da matriz u"*! = Qu™,n = 0,1,2, ..., a ferramenta da
analise espectral @), e consequentemente sobre sua norma induzida.

Relembramos o lema (6.1):
Lema: Um esquema numeérico de passo simples u" ! = Qu™,n =0,1,2, ... é estavel
com respeito & norma || - || se e somente se existem constantes K e (3 tais que

Q" < KeP'.n=0,1,2,...
para 0 <t=(n+ 1)At, 0 < Az < Axg e 0 < At < Aty.

Lema 6.5 (Teorema dos Discos de Gerschgorin)
Seja Q = (¢;5) wma matriz L x L e seja

Ps = Z |q$j|

j=1j#s

a soma dos valores absolutos dos elementos da s—ésima linha que estdo fora da
diagonal principal. Entao para cada autovalor A de Q) existe um s tal que

A = gss| < ps.
Prova: Omitida.
Lema 6.6 Se A é uma matriz N X N entao
Al = /o(ATA) > max{|\| : 3z € CV, Az = \z}.
Se A é hermitiana, entdo a igualdade se verifica.
Exemplo 6.9 : Andlise espectral do esquema de Crank-Nicolson para vi = Vv,

O esquema de Crank-Nicolson para v; = vv,, escreve-se
Ayt = Bu",n=0,1,2,...

onde
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1+r —r/2 0
—r/2 1+r —r/2 0
e 0 —r/2 147 —r/2 0
o 0 r/2
0 1+r —r/2
—r/2 1+
1—r r/2 0o ...
r/2 1—-r r/2 0
B 0 r/2 1—r r/2 0
n 0o r/2 ...
0 1—r r/2
r/2 1-—r

e desse forma temos que estimar a norma espectral da matriz Q = A~!B. Observa-
mos que B = 2] — A e entdo Q = 241 — I. Isso implica que @ é simétrica, e entdo
|Qll2 = o(Q) (raio espectral).

Dessa forma, autovalores i e A das matrizes @) e A se relacionam por

p=~-1
Pelo Teorema dos Discos de Gerschgorin, temos
A—1+nr)|<r

e assim 1 < A < 1+ 2r. Finalmente,
1 2
>\21¢0<X§1¢71<uzx—1§1

e dessa forma 0 < 0(Q) = ||Q|l2 < 1 e o esquema numérico é incondicionalmente
estavel.

Exemplo 6.10 : Andlise espectral do esquema de Fuler para vy + av, =0

Considere novamente o esquema numérico

n+1 __

uy, (1+ R)uy — Rug,,,k=0,1,2,...,K -1

0 — f(kAz), k=0,1,2,..., K.

n+l _
ug =0, u

)

No formato matricial, temos "' = Qu™,n = 0,1,2,... onde u° é determinado da

condigao inicial e



1+R -R 0 ...
0 1+R —-R 0
Q=
0 1+R -R
0 1+R

Como @ é triangular superior, todos os seus autovalores u serdo iguais a 1 + R, e
entdo o(Q) = |1+ R|.
Como @ néo é simétrica, temos em geral o(Q) < [|Q]|2, e a restrigdo

7@ =1+R <1

nos dara apenas uma condi¢ao necessaria para a estabilidade. De fato, temos —1 <
1+R<1=-2<R<0.

Pela Analise de Fourier, ja4 haviamos concluido que uma condi¢do necessaria e
suficiente para a estabilidade ¢ —1 < R < 0.

7 Convergéncia e o teorema de Lax.

Definicao 7.1 Um esquema numérico de diferencas finitas Luy = gj que aproz-
ima uma equacao diferencial parcial Lu = g € pontualmente convergente se para
todo x et

up — u(x,t)
ao ANx — 0, At — 0 e (kAz, (n+ 1)At) — (x,t).

Definicao 7.2 Um esquema numérico de diferencas finitas Liu} = g que aproz-
ima uma equacao diferencial parcial Lu = g é convergente se para todo t

[[(ur)™ — uzk, t)[| — 0

ao Nz — 0 e At — 0.

Lema 7.1 : Teorema da Equivaléncia de Laz

(i) Um esquema numérico consistente de passo simples para um problema lin-
ear diferencial parcial bem-posto de valores iniciais € convergente se e somente Se
€ estdvel. Em caso afirmativo, a ordem de convergéncia € a mesma ordem de con-
sisténcia.

(i) Um esquema numérico consistente de passo simples para um problema linear
diferencial parcial bem-posto de valores iniciais e valores de contorno é convergente
somente se o esquema de aprorimacgao da EDP for estdvel. Em caso afirmativo, a
ordem de convergéncia é a mesma ordem de consisténcia do problema.

33

Observagoes :

e Um problema de valores iniciais € bem-posto se sua solucao depende continua-
mente sobre suas condigOes iniciais.

e Pela parte (ii), a estabilidade do esquema numérico que aproxima a EDP
pode néo ser suficiente para a convergéncia do esquema numeérico considerando
as condigoes de contorno. Isso é porque as CC poderiam estar sendo
"mal"aproximadas, e a nogao de estabilidade definida nesta disciplina nao leva
isso em consideracao .

e Da mesma forma que a convergéncia pode ser definida pontualmente ou uni-
formemente (via norma), tal vale para a consisténcia. Dessa forma, a parte (i)
do Teorema acima pode ser entendida:

consisténcia estabilidade | convergéncia
pontual ordem (p,q) | norma || -|| | pontual ordem (p,q)
norma ordem (p,q) | norma || -|| | norma ordem (p,q)

Exemplo 7.1 : Convergéncia do esquema de Euler para problema de difusao
Ja mostramos que o esquema UZH =rup_; + (1 — 2r)up +rup, ,, para a aprox-
imcao de v; = vv,,, é consistente de primeira ordem no tempo e segunda ordem no
espago (consisténcia pontual). Também j4 mostramos que esse esquema é estavel se
e somente se 1 < 1/2.

Condicoes de contorno de Dirichlet:

v(0,t) = a(t),v(1,t) =b(t),t >0

0 esquema numeérico tem duas equacgoes

n _
Vo =

v = b(nAt)

a(nAt)
,n=0,1,2,...

que sao aproximagoes exatas das condi¢oes de contorno.
Dessa forma, a parte (i) do Teorema de Lax pode em verdade ser aplicada,

garantindo que o esquema acima é pontualmente convergente a solucao exata do
problema de difusado acima se e somente se r < 1/2.

Condigoes de contorno de Neumann:

va(0,8) = alt),va(1,) = b(t),t > 0



o esquema numérico devera aproximar v, (0,t) e v,(1,t) usando formulas de difer-
engas finitas.

Neste caso, o parte (ii) Teorema de Lax apenas nos diz que uma condi¢ao necessaria
para a convergéncia ja foi satisfeita, mas ainda nao podemos garantir tal convergén-
cia.

= Uma anélise de consisténcia das aproximacoes para as condi¢oes de contorno,
e respectivas ordens, se faz necesséaria para que se possa concluir a convergéncia da
solugdo numeérica do problema como um todo, bem como a ordem de convergéncia.

Boas noticias: O resultado da analise espectral independe das condigoes de con-
torno. Dessa forma, se nosso esquema for consistente e () for simétrica, as condigoes
necesséria e suficiente dadas pela analise espectral sdo condi¢oes para a convergéncia
do problema de valores iniciais e valores de contorno como um todo.

Exemplo 7.2 : Andlise espectral do esquema de Euler para o problema de difusao
com CC mistas

Seja o problema de valores iniciais e condigdes de contorno

Ve = WUz, x € (0,1),t>0
v(z,0) = f(z)=2(2—-2x), x €][0,1]
v(0,t)= 0,t>0
v(L,t)= 0,t>0

cuja solugao pode ser encontrada:

o0
2 1
Z ame_)‘mt sin (( m—; )Wm>

m=1

v(z,t) =

onde os coeficientes a,, e os autovalores \,, sao determinados por:

[ s (507 o

T
/ Sinz((2m+1)ﬂ'a:>dm
0 2

N (2m + 1)%7v
" 4

Ay =

A condigao de contorno v, (1, t) = 0 sera tratada usando a aproximagao de segunda

ordem

n n
U 1 — U1 0
20Ax

que nos dé u%,,; = uj_, entdo , usando a aproximagao de Euler para k = K,

n=20,1,2...

n+1
Up

=rug_1+ (1 = 2r)up +ruf
que entao implica
n+1l _ n n
up = (1 —2r)uy + 2ruf_,.

Dessa forma, o esquema adotado seré

uZH: rup_y 4 (1 =2r)u +rup,,, k=1,2,3,...;m=0,1,2,
u) = f(kAx),k=0,1,2,...

ut = 0, n=0,1,2,.

L= (1= 20 u 20Ul n=0,1,2,

Pode-se mostrar que a EDP é aproximada por esquema consistente de primeira
ordem no tempo e segunda no espago.
Analisaremos a equacdo que aproxima a CC em z = 1:

. 5u(81:;tn) _ u}l@rZ; u'l B 82ua(aljétn) % B 83u8(31:;tn) (ABQ'U)Q 40 ((Ax)g))

nrl (1 - " 2 T}é:n Az O3u(l,t,) (Ax)?

2 [ ] Sl - SRR G o e
R T
o= [ SR oenn] - Ee

Bu(l,t,) (Ax)? 3
Az [ 0%u(l,t,) 52u(alx,?;5n) AtB! o ((QAx) )azu(Ltn) Az
R =%, {y 58 oz 5 T oA )] — =g 5 t0 ((Ax)?)

e concluimos 7% = O(AtAz) + O((Ax)?).

Surpresa: o esquema numérico como um todo pode nao ser de segunda
ordem no espaco...

Para decidirmos estabilidade, e entao convergéncia, observamos que todo o es-
quema acima pode ser escrito na forma u"t! = Qu", n =0,1,2,..., onde
iy uie ]
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1-—2r r
T 1—2r r
Q= 0 r 1—-2r r
. . r
0 2r 1-=2r
e onde u° é determinado usando as condicdes iniciais.
Entretanto, pode-se mostrar que

1-—2r r
r 1-—2r r
S71QS = 0 r 1-2r r
o Vor
0 Vor 1-—2r
para
S=diag( 1 1 1 V2)

e entao () é similar a uma matriz que possui autovalores

(2j + 1)7r>

)\j:1—4rsen2( Ve

e entdo r < 1/2 é uma condigdo necessaria e suficiente para a convergéncia do
esquema numeérico.

8 Solucao numérica de equacoes parabdlicas.
Introdugao 8.1 : Modelo parabdlico bdsico em duas dimensdes .

O problema de difusdo (calor) em duas dimensoes escreve-se:

v = V(Vgp +Uyy) + F(2,9,1), (z,y) € Rt >0
v(@,y,t) = g(z,y,1), (z,y) € OR,t >0
v(r,y,0) = f(z,y), (r,y) €R

A estratégia de solucao via diferencias finitas requer discretizagdes no tempo e no
espaco. A novidade é que agora teremos também um pardmetro Ay para a dis-
cretizagao da variavel espacial y.

A ferramenta matematica basica para analise é o Teorema de Taylor em duas
varidveis: se f(z,y,t) € uma fungdo analitica em alguma vizinhanga do ponto (z, y, t)
entao

_ af(.’L', y7t> 82f(1',y,t) (h1)2 agf(xvyat) (hl’)?)
flx4hg,y,t) = fla,y,t)+ o he+ 92 51 93 3l +...
ou ainda

B of (x,y,t) | Pf(x,y,t) (hy)* P f(z,y,t) (hy)®
ou ainda

o 6f($,y7t) an($7yat) (hl‘/)2 agf($7y7t) (ht)?)

A discretizacao sera feita via

U(l’ﬁyk,tn) = u?k: ) F(l‘,y,t) = ]T;c
z;=jAx, yp, =kAy , t, =nit

e agora precisaremos usar um sub-indice nas féormulas § para diferencas finitas:

n n
51— Yirie ~ Yi-1k
o 2
2 _.n n n 2
Oy = Vipt1 — 207 + V51 (DY)

e assim por diante.

Dessa forma, usando diferencas simétricas de segunda ordem para vz, € vy, e de
primeira ordem para v, quando R = [0,1] x [0,1], vemos que vy = V(VUgz + Uyy) +
F(z,t) discretiza-se:

Ax)? (Ay)? "
paran=20,1,2,3,...;7=1,23,...,J—-1;k=1,2,3,..., K — 1, e temos

n n n n n n
_ <Uj+1,k =205 F Uy Vg — 205, + ”j,kl) "

U;l,jl = vy + (1202 + ryég)v;‘k + At

onde r, = vAt/(Ax)?, ry = vAL/(Ay)?. -
A condigéo inicial v(x,y,0) = f(z,y), (x,y) € R se escreve

v) ) = f(jAr,kAy),j=0,1,....J;k=0,1,... K.

Ao passo que a condi¢do de contorno v(z,y,t) = g(z,y,t), (x,y) € OR,t > 0 escreve-
se

vy = 9(0,kAy,nAt), k=0,1,...,K,n>0
vy = g(1,kAy,nit), k=0,1,....,K,n>0
g(jAz,0,nAt), j=0,1,...,J;n>0
Vi = g(jAz,1,nAt), j=0,1,....,J;n>0

n p—
Yj0 =
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dyy = v(2:j5_maz,k+1,n)—2xv(2:j _maz,k,n)+v(2:j _mazx,k—1,n);
v(2:j _max,k,n+1) = v(2;j_maxkmn) + ry*dyy;
end

Introdugao 8.2 : Aspectos computacionais e desempenho

Estrutura de dados: Usaremos matrizes multidimensionais ou hiper-matrizes

A= A(j,k,n). for j=2: j max
Matlab 6: o TT: gec dxx =v(j+1,2: k_max,n)—2xv(4,2: k_maz,n)+v(j—1,2: k_mazx,n);
A = zeros(100,100,80); real A(100,100,80) float A[100][100][80]; ;(Jvik:mgxénfkl) = V(J,Q-k_I.IIaX,n) + rx¥dxx;
size(A) integer n int n; J_xn = (2: _max7.yk,tn), -
ans do n—1,20 for (n = 0;n < 80;71 + +) v(j,2:k_max,n+1) = v(j,2:k_max,n) + delta_t * Fj_kn;
100 100 80 A(1,2,n) = 1E0;  A[1][1][n]=1.0E+0; end
end do

Estratégia para computagao de desempenho (speed-up): agora temos a
possibilidade de fazer operacoes vetoriais ou mesmo matriciais, o que aumenta o
desempenho do codigo, mas que depende das caracteristicas de cada compilador.

Estratégia para otimizacdo de memoria usada (workspace): agora temos
a possibilidade de usar muito mais memoria do que o estritamente necessario, de-
pendendo do proposito da computagao .

Exemplo: se somente a solucdo em ¢ = ¢y nos interessa (rumo & solugdo esta-
cionaria, por exemplo), podemos tentar armazenar nossos dados em uma matriz
simples, que entao deveria ser atualizada em cada etapa do lago mais externo em n.

Usaremos Matlab para explicar como implementar

n+1
vjk

T+ (1402 + ryéi)v?k + AtF

Cédigo nivel 0: (totalmente escalar)
for n=1:n_max
for k=2:k max
for j=2:j max

dxx =v(j+ 1,k,n) —2xv(j,k,n)+v(j— 1,k n);

dyy = v(j,k+1,n) = 2xv(j, k,n) + v(j,k — 1,n);
F _jkn=...;
v(j,kn+1) = v(j,kn) + (rx*dxx + ry*dyy) + delta t * F_jkn
end
end

end

Cédigo nivel 1: (alguma vetorizagao )
for n=1:n_max
for k=2: k max
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Codigo nivel 2: (matriz-vetor) Definimos

v_mx:vyy:[l -2 1]T

for n=1:n max

for k=2: k max

v(2:j_max,k,n+1) = v(2;j_maxkmn) + ry*v(2;j _maxk-1:k+1n)*v_yy;

end
for j=2: j _max

v(j,2:k_maxn+1) = v(j,2:k_max,n) + rx*v_az?*v(j-1:j+1,2:k_max,n);

Fj_kn = F(xj,(2: k_maz)Ay,t,);
v(j,2:k_max,n+1) = v(j,2:k_max,n) + delta_t * Fj_kn;
end

end

Codigo nivel 3: (matriz-matriz) Definimos duas matrizes de ordems (j _max —

1) x (j _max+1) e (k_max+ 1) x (k_mazxz — 1) respectivamente:

M zx =

M yy= 1

for n=1:n max

v(2:j _max,2:k max,n+1)

ry*v(2;j max,1:k_max+1n)*M _yy;

v(2:;j _max,2:k _max,n+1)

M xx*v(1l:;j max+1,2:k max,n);

v(2:;j max,2:k max,n+1)
F((2:;j max)Az,(2:k max)Ay,

end

v(2:;j max,2:k max,n)

ln

+

v(2:j _max,2:k max,n)

v(2:j _max,2:k max,n)

dt



Exemplo 8.1 : esquema de Euler para problema de difusdo em duas dimensoes

Considere a solugdo numérica, via esquema de Euler, do problema

U = ('Uam + Uyy)7 (x7y) € (07 1) X (07 1)7t >0
v(z,y,0) = sen(mx)sen (2my), (z,y) € [0,1] x [0,1]
v(0,y,t) = v(l,y,t) =0 ,y€(0,1),t>0
v(z,0,t) = v(x,1,t) =0 ,x € (0,1),t >0

usando os comandos basicos de inicializagao e computagao descritos acima.
Escrevendo a solucao da EDP como

v(z,y,t) = exp(At)Y(z, y)
vemos que a funcdo ¥ (z,y) deve satisfazer
V2(W(z,y)) = M(z,y)
e a técnica de expansao por autofungoes assume
(oo}
Z AmnPm (x)Qn (y)
m,n=0

onde entao p., e g, satisfazem

Pl () = @mpm(2) , pm(0) = pm(1) =
qx(m) = ﬁnQn(m) ( ) ( ) =0.

Dessa forma

o0
Y(z,y) Z Apnsen (mmax)sen (mny)
m,n=1
e assim temos autovalores \,,, = —(n? + m?)rv

Por outro lado, a condi¢ao inicial nos da

sen (mx)sen (2my) = Z Apnsen (mmax)sen (7ny)

m,n=1

e entao a solugao exata de nosso problema é

v(z,y,t) = exp(—572vt)sen (mx)sen (27y).

Os graficos abaixo mostram as solugoes numeéricas correspondendo at =0et = 1;
foram usados Az = Ay = 0.1, At = 0.20.

Em particular, vemos que, quando Az e Ay estdo fixos, existe um valor Aty
para At que produz uma melhor aproximagao & solugao exata, e valores /At menores
produzem resultados desastrosos. Esse fenomeno tem a haver com a acumulagao de
erros de arredondamento.

solucao numerica, t=0

05

v(x,y,0)
=
{
/
/
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Os graficos abaixo mostram a aproximacao & solugdo exata ao longo das retas
x=1/2 et =1 quando variamos At.

V(@2 y,1)

0.15

x10°
25 T T T T
-+ dt=0.166
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solucao numerica, t=1.0

Exemplo 7.1 solucao t=1
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Exemplo 8.2

Negligenciando erro de arredondamento, temos

n

(s, i tns1) — u(@) Y tn) Vu(ijrlvykvtn) — 2u(®j, Yrs tn) +u(@io1, Yo tn)
At (Ax)?
Vu(xjvyk-‘rlatn) — QU(Ijaykatn) + U(Ija yk—latn)
T
n 1 ou At)? 0%u :
Tik = Ag (Atat(xjaykatn) + 5 ﬁ(xjaykatn) + O((At)s)) -
v 2(Az)? 0%u 2(Az)* 0*u 2(Az)® 9%
(AZL’)Q (maﬁ(xj)yk,t’n)—’— 4 @(‘T‘Nykhtn)'i_ 6' @(mj7ykatn)
v 2(Ay)? 0%u 2(Ay)* 0*u 2(Ay)® 9%u
(Ay)2 < 21 Tyz(xj,ykvtn)‘i’ 41 aiyzl(xjayk;tn)+ 6! Tyﬁ(mjaykvtn
e dessa forma
. Atdu (Ax)? 0*u (Ay)? 0*u
Tik = ?ﬁ(wjvyk,tn) D @(%‘,ykin) D aiyél(xjayk,tn) +

O((Az)*, (Ay)*, (At)?)

e 0 esquema numérico é de ordem 1 no tempo e dois no espago.

: Andlise de consisténcia do esquema de Euler para vy = v(Vgg+vyy).

Exemplo 8.3 : Andlise de estabilidade do esquema de Euler para vy = v(Vgg+yy).

Negligenciando o termo nao -homogéneo, consideramos

n+l _ ,n 2 2\, n
ujk = Uk + (Tf(sx + Tyéy)ujk
ou
n+l _ . n n n n n n n
ui = ug +ra(ufg g — 20y iy ) +ry(uf g — 2ug, 4+ uf )

Aplicando a Transformada Discreta de Fourier em duas dimensoes :

oo

R 1 ek
e = 3 e,
J,k=—o0
onde §,n € [—m, 7] e onde a Identidade de Parseval ||u;x||2 = ||@]|z, vale, temos

W = A" g (e = 24 e 7)™ Hry (€ — 2+ e )"
4"t = 4" — 27, (1 — cos(§))a™ — 2r, (1 — cos(n))a"™
4"t = (1 — drysen?(£/2) — 4rysen?(n/2))a"
e o simbolo p(&,n) é dado por
p(€,1) = 1 — drsen®(£/2) — drysen®(/2).

Entretanto, tomando derivadas parciais de p com relacao a & e , vemos que 0 maximo
dessa fungdo ocorre em (£,71) = (0,0), e que o minimo ocorre em (§,7) = (w, 7).

A condigéo p(§,n) > —1 entdo implica e requer rq + 17, < 1/2.

Assim, esse esquema é estavel na norma energia

oo

Z lujk|2DzAy

Jik=—00

wjkll2,00 =

n é&&sﬂ?)m nte se 7,47, < 1/2. Dessa forma, pelo Teorema de Lax, o esquema de Euler

para soligao do problema bidimensional de difusao , com condigoes de Dirichlet, é

)+ O??&V;fég nte se e somente se 7, + 7, < 1/2.

Exemplo 8.4 : problema de difusao 2D com condi¢oes de contorno de Neumann

Considere o problema de valores iniciais e condigoes de contorno

vy = V(Ugp +vyy) +10, (z,y) € (0,1) x (0,1),t >0
v(z,y,0) = f(z,y), (x,y) €[0,1] x [0,1]
Uﬂ?(ovyat): Um(luyvt)zo 7y€(071)7t>0
vy(x,0,t) = vy(z,1,t) =0 €(0,1),t>0
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onde f(z,y) = sen?(mz)sen?(my). A condigao de compatibilidade

%(O,ybgg(l,y):()
a—y(m,()) = 8—y(x,1) =0

é claramente satisfeita. O esquema de Euler com tratamento de segunda ordem para
CC sera adotado.
Solucao Exata: Observamos que

1 —cos(2mx) 1 — cos(2my)

f(xv y) = 2
1 — (cos(2mzx) + cos(27my)) + cos(27x) cos(2my)
4

e assim

flz,y) = Z Z A, cos(mmz) cos(nmy)

m=0n=0
onde Agg = 1/4, Ayg = Aga = —1/4, Aza = 1/4 e os demais A,,,, sdo nulos.

A solucao exata é entao

cos(2mx) + cos(2my)
4

cos(2mx) cos(2my)

+ exp(—8m2ut) 1

1
v(z,y,t) = 1 — exp(—4m2vt)

Solugao Numérica: A aproximacgao da EDP:

n+1
ujk

= uly +re (U g — 20l +ujq ) 1y (U g — 2uf +ul ) + 104
A condicao inicial:

U?k = f(jAz, kAy).
As condigoes de contorno:

n n n n
U — U1 Ugpi e — Uj-1k

: = =0.
Az ’ Az
n n n n
Ujip —Uj -1 Ujrk41 — Yik—1 0
Ay ’ Ay ’

e n — n n — n n — n n — n
e entao temos u”y p = uy ., Uy p = UG g, WS =UTy e U ey = Uj g . Essas
relagoes sao substituidas em
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ugitt = ugy 4 o (uly — 2ugy + u”q g.) + 7y (ug g1 — 2ugy, +ug 1) + 10AL.

n+l _ n n n n n n n
u =l (Ul — 20l Fulog ) +ry(u) gy — 20l +ul ) + 104
n+1 )

uly
n n n n n n n
i + e (Ui g — 2ug Fuig k) Fry(uf gy — 2ulg Ul eq)

n

= ujo + 1e(ufyq 0 — 2ujy +uj_q o) +ry(uly — 2uly +ui g
uH =
JK
resultando
uge ™t = ufy + 7 (2ufy — 2ug,) + Ty (2ug 1 — 2ugy) + 10A¢
uit = ufy, + e (2uy, — 2ufy,) + Ty (UG g1 — 2ufy, +ug 1) + 10AL.
uf ' = ufp + ro(2ul — 2ufy) + ry(—2ug + 2ug k1) + 10AL
U:;lK + Tx(u?+1’K — 2U§LK + u‘?fl,K) + Ty(—QU?K + QU‘;},Kfl) + ].OAt
uite = ulpe +re(=2ufg + 20l g) +ry(—2u g + 20l g _p) + 104
ut =l v (= 2uly + 2uG g ) 1y (Ul gy — 2uly +ul ) + 1048
gt =l + e (—2uljo + 2ulj_y o) + 1y (2uy — 2ufg) + 1048

u%H = ufo + e (U1, — 2ujy +uj_q o) + 1y (2u] — 2ujy) + 10AL .

n+1 __
qu =

Os graficos abaixo mostram as solugbes numéricas correspondendo at =0 e t =
0.84; foram usados Az = Ay = 0.05, At =0.12.

Exemplo 7.4, solucao t=0

variavel y

variavel x



plot v(1/2 y,1) plot v(1/2 y,1)

Exemplo 7.4, solucao t=0.84 15 0.3
* * dt=018 *
- * Fokophx ¥
02
05 * *
0.255 k / X : : *
¥ s * *
* %
/ ) * gk .
0.25 ! ﬁ 0 02 04 06 08 1 02 04 06 08
/ — \ X S
/ \
[/ \
7 / \ plot v(1/2 y,1) plotv(1/2 y,1)
/ : 03 04
0.245 : ’ SENEETENSTETEE A
03 n "
1 02 P P
Fx ok *
02 * % ¥
0.1
01
variavel y 00 variavel x
0 0
0 02 04 06 08 02 04 06 08
plotv(1/2 y,1) plotv(1/2 y,1)
2 ¥ 30
* d=010
15 exata 20 *
h . * * %
. ot *
0.5 o . % * * E
2 $* * *ae
oF ol * % % *
-05 N .
-1 * 20 * L *
*
-15 * -30
02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
plotv(1/2 y,1) x 10t plot v(1/2 y,1)
300 15
% ¥ *d % di=0.05
200 — exata 1 * 4 — exata
¥ *
* N N
100 N * 05
* * * *
O x Or *
z . : ~ A ~ * * * *
Os gréficos abaixo mostram a aproximacao & solugao exata ao longo das retas -100 * B -05
. *
x =1/2 et =1 quando variamos At. -200 o 1 T x ¥
* *
-300 -15
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Por causa das condi¢es de contorno que traduzem um isolamento térmico, temos
Novamente vemos que, quando Az e Ay estdo fixos, existe um valor Atg para que a solucao exata
At que produz uma melhor aproximacao & solucdo exata, e valores At menores

cos(2mx) + cos(2my)
produzem resultados desastrosos. v(z,y,t) =

4

cos(27x) cos(2my)
4

1
— — exp(—4n?vt) + exp(—8n?ut)

4
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converge a superficie constante igual a 1/4 ao t — o0, o que pode ser observado
acima.
Exemplo 8.5 : O esquema de Crank-Nicolson para o problema de difusio 2D

Considere o problema

Uy = V(Um +Uyy) +F(’l} Y, )7 (a:,y) € (071) X (071) t>0
v(z,y,0) = f(z,y), (z,y) € 10,1] x [0,1]
v(0,y,t) = v(l,y,t)=0 ,y€(0,1),t>0
v(z,0,t) = v(x,1,t) =0 ,x €(0,1),t>0

O esquema de Crank-Nicolson para aproximagao da EDP é:

n+1

Usp = Ujk

N Oy \whAuh  ERT R
A U\ e T By 5 T 3

e entao temos

2 n—+1 2 n
. .02 B Ty0,, e Atij (14 .02 N Ty0y 4 Atij
2 2 ik 2 2 2 Ik 2
ou ainda
AtFRHL
T n+1 Tr nia1 n 1 Tr ni1 T n+1 k
;“JJIQ 1_§ug+1k+(1+7°z+ry) ; 2“1111@ Qyuj,ZH_ Qj =
YAND Qi
T n Tz n n Tx n r n k
+Eyuj,k71 + o Ui-1k + (L —rg —ry)ujy + 5 Uit1k + Eyujykﬂ + TJ
Se F =0, escrevemos como Au"t! = Bu™®,n=0,1,2,... onde
n n n n n n n n n n T
U= [ Uy Uy U3y Uy Uz Uy Uz Uz Uy ]
A= _
d —ry/2 —Ty/2
—ry/2 d —ry/2 —ry/2
—ry/2 d —71y/2
—7y/2 d —ry/2 —71y/2
—ry/2 —ry/2 d —ry/2 —ry/2
—Ty/2 —ry/2 d —ry/2
—1y/2 d —ry/2
—71y/2 —ry/2 d —ry/2
i —71y/2 —ry/2 d |

[ ¢ ry/2 Ty /2 i
re/2 ¢ ry/2 Ty /2
re/2 c Ty /2
ry/2 I Ty/2
B = Ty/2 T3 /2 ¢ ry/2 Ty/2
Ty/2 Ty/2 c Ty/2
Ty /2 ¢ ry/2
Ty/2 re/2 ¢ ry/2
L Ty /2 re/2 ¢

onded=1+r,+r,,c=1—r, —ry eu’ é determinado pela condigdo inicial.

Exemplo 8.6 : Andlise de Fourier do esquema de Crank-Nicolson para eq difusdo
2D

Desconsiderando o termo nao -homogéneo, temos

(1 - %(2 cos(€) — 2) — %’(2008(7]) 2)) it =
(1 + 2 (2c0s(6) —2) + %’(2cos(n) - 2)) a
e entao

(14 2rysen?(£/2) + 2rysen®(n/2)) a**' = (1 — 2rysen®(£/2) — 2rysen®(n/2)) @

paran =0,1,2,... . O simbolo desse esquema numérico é

1 —2rgsen?(£/2) — 2rysen?(n/2)
14 2rgsen?(£/2) + 2rysen?(n/2)

p(&;m) =

e entao claramente temos |p(§,n)] <1 V&,n € [—m, 7] e 0 esquema é incondicional-
mente estavel na norma energia.

Tarefa: Mostre que, a exemplo do caso unidimensional, o esquema 2D de Crank-
Nicolson é de segunda ordem no tempo e no espago. Definir erro de truncamento
usando t,41.2--.

Introducao 8.3 : Esquemas ADI (Implicitos de Direcao Alternada)

Para o problema de difusdo unidimensional, esquemas numéricos de dois tipos
foram trabalhados:

o u" Tl = Qu™,n =0,1,2,...: explicitos, de mais facil implementacio numérica

mas apenas condicionalmente estaveis;
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o Ayl = Bu™,n = 0,1,2,...: implicitos, de implementacdo numérica mais De outra forma, temos
elaborada mas incondicionalmente estéaveis.

. ~ .. . . . . rw(si n+1/2 Tyéi n
Em problemas de difusao bidimensional, alta performance aliada a estabilidade in- 1- 5 U, =1+ 5 Ujp
condicional é a marca registrada dos esquemas implicitos de diregao alternada.
A idéia, que pode ser esquematizada como abaixo, 1 ryég = (14 7202 /2
2 ) Ik 2 ) ik

que implica

(1 —2rzsen?(£/2))(1 — 2rysen?(n/2))
(14 2rzsen2(£/2))(1 + 2rysen?(n/2))

p(&,n) =

de onde a estabilidade incondicional é concluida.

|mp emy ox0
p y Exeémplo 8.7 : Implementacio do Esquema de Peaceman-Rachford para o Prob-

ag|0 N > estagm M de Difusao 2D

eXp em X |mp em X o/Iteracao principal: solucao de sistemas lineares tridiagonais

A1Un+1/2 Blz
A2zn+1 — B un+1/27

n=0,1,2,3,... onde

¢ que a caracteristica implicita do esquema possa ser aplicada alternadamente as ut =y uy Uy oy ul g . Uik ]
variéve.is espaciaiis Tey. COII.IO conseql.lé.n.cia, apenas sisten}as lineares tridi- o — [ wl oo ue . Uk .Uy . ulg }
agonais deverao ser resolvidos, possibilitando uma solugao de alta perfor- L4re —10)2
mance. Além disso, a caracteristica de estabilidade incondicional néo é perdida. _ /; 1 +T "
Dois desses esquemas serao discutidos nesta disciplina: Ay = ‘ r, /; 1 _ﬁ "
e 0 esquema de Peaceman-Rachford, e e —ry/2
d ; ord —ry/2 1471,
e 0 esquema de Douglas-Rachford. 1—r, 1,/2
Introdugao 8.4 : o Esquema de Peaceman-Rachford para a Equag¢do de Difusdo ry/2  1—ry  1y/2
2D B, = ry/2 l—ry 1,/2
e Ty/2
O esquema de Peaceman-Rachford para v, = v(vgy + vyy) € ry/2 1—1,
n+1/2 n 1+Ty —Ty/2
u. —u"
Jk jk v 52 ( 7L+1/2) v 2 n _ —
- + oy (ujy ry/2 147, Ty /2
At/2 (Az)? (Ay) Y (45) Ay = —ry/2 141, —1,/2
n+1 n+1/2 Y Y Y
ujk _ujk _ v 62 <u7-1,+1/2) + 14 6 (un+1) _Ty/2
At/2 (Az)2 = ik (Ay)2 v \"ik ) —ry/2 14ry
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1—ry 1ry/2
re/2 1l—ry, 1./2
By = re/2 l—ry 71./2
. Ty/2
re/2 1—1,

e Condigao inicial:

ji=0,1,2...,;k=0,1,2,..., K.
Condigoes de contorno: Considerando uma CC de Dirichlet em z = 0, a imple-
mentagao mais imediata é

1/2
W2 =

0k 9(0, kAy, (n+1/2)At).

Alternativamente, considerando

Tac(SQ n+1/2 52
14 7402 n+1/2 _ Wsﬁ n+1
9 Uik 2 ik
e adicionando implica
2 2
n+1/2 1 ry(sy n+1 1 ’I“y6y n
N C N TRl R R
e vemos que uma expressao alternativa é
1 ry02 1 1y 02
ug,jl/Q =3 1-— % 9(0,kAy, (n + 1)At) + 3 1+ % 9(0, kAy, nAt).

Pode-se mostrar que a expressao acima aproxima a expressao mais ime-
diata com um erro de ordem (At)?. Dessa forma, ambas as expressoes
podem ser usadas para implementagao da CC em x = 0.

Conclusoes anélogas s@o derivadas para as demais CC.

e Considerando uma CC de Neumann vy (z,0,t) = g™ (z,t) em y = 0:
Aproximagao de primeira ordem: assumimos

il — AtgN (j Az, (n + 1)At)

_ n+1
’LL]-O = U

n+1

e eliminamos ujy ~ das equagoes .

Aproximagao de segunda ordem: introduzimos u"tll tal que

>
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n+1 __

+1
u] 1=

—20ygN (j Az, (n+ 1)At)

un

extendemos as equagoes vindas da EDP para k£ = 0 e eliminamos u?tll usando a
;
relagao acima.
Um enfoque alternativo serd proposto na lista de exercicios.

Considere o problema de valores iniciais e condigoes de contorno

v = V(Ugs +Uyy), (x,y)€(0,1)x(0,1),t>0
U($7y’0) = f(.iE y)7 (z,y) € [Ov 1] X [07 1]
v(0,y,t) = v(l,y,t): ¥ €(0,1),t>0
v(z,0,t) = wv(x,1,t) = ,x € (0,1),t >0

onde f(z,y) = sen (mx)sen (2ry). A condi¢do de compatibilidade é claramente sat-
isfeita.

As figuras abaixo mostram as solugoes numeéricas do problema acima, via esquema
de Peaceman-Rachford, para t =0 e t = 0.4. Foi usado Az = Ay =0.01 , At =0.1
ev=1/6.

Exemplo 7.7, solucao t=0

05

il
ﬂl”/ﬂll”"ll”’l"'l'l"
T "o

”""6 55
s

variavel y

variavel x



Exemplo 7.7, solucao t=0.4
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Introdugao 8.5 : Métodos de Fatorizagao Aprorimada
Considere o esquema 2D de Crank-Nicolson

2 2 2
ra0a  Ty0y\ g1 — (14 20z | Ty0y um
2 2 i

1= ik 2 2

que ja mostramos (exercicio-lista) ser de segunda ordem no tempo e no espago.
A idéia é reescrever o lado esquerdo, usando a fatorizacao
7202

(-=)

que é apenas aproximada pois estariamos introduzindo o termo

2
B Ty0y \ i
2 gk

()

TxTy
4
ao qual corresponderia, em termos de anélise infinitesimal, uma parcela

(A2 O ulxy, Yk tny1)2)
4 02x0%y

253

+O0((La)', (Ay)*, (A)?).

Dessa forma, como (f) deve ser dividida por At na analise de consisténcia, vemos
que o esquema

45

<1_

rzég

2

)1_

2
ryéy

2

n+1l
gk

1+

rwég
2

+

ry6§
2

n

ujk

tem a mesma ordem espacial de Crank-Nicolson, mas ordem 1 no tempo.
Entretando, se adicionarmos o termo

TaTy
4

no lado direito e fatorizarmos analogamente, obtemos um esquema numérico que
difere de Crank-Nicolson por um termo

5:555(“?1@)

TgTy
4

Esse termo é de ordem 3 no tempo e ordem superior no espago, e dessa forma o
esquema resultante

7502 02 02 Ty 0s
1- %) (- 1+ 2% ) (4 n
( 2 ) 2 T3 Ty ) e

que é o esquema de Peaceman Rachford, possui a mesma ordem de consisténcia que
o esquema 2D de Crank-Nicolson.

Dessa forma, o esquema de Peaceman Rachford é a fatorizagdo aproximada do
esquema de Crank-Nicolson.

5%5;@?;‘1 - ujy)-

n+1l _
ik

Exemplo 8.8 : 0o Esquema de Douglas-Rachford para Equacao de Difusao 2D

O esquema de Douglas-Rachford é a fatorizagao aproximada do esquema implicito
de Euler

2 2\, n+l _ . n
(1—=ryd; — ryéy)ujk = Ujj.
A fatorizacao aproximada nos da
2 2\ n+l _ . n
(1 —rz0)(1— ryéy)ujk = ujy
e entao o termo
rg:ry(;gé;u?,jl

foi adicionado. A exemplo do que fizemos para obter o esquema de Peaceman-
Rachford a partir do de Crank-Nicolson, contra-adicionamos o termo

2un

2
rmryéxdy i

no lado direito da equacgao , e temos



(1-— ’I“I(Si)(l — ryéi)u}’,j'l =(1+ rmryéiéi)uﬁ.
A forma mais usada do esquema de Douglas-Rachford é

(1 ra02)ui % = (14 1y 82)uly,

2\ n+1 __  n+1/2 2. n
(1 —ryd)ujy ™ =uz '~ —ryd ujy.

9 Solugao Numérica de Equagoes Hiperbodlicas

Equagoes ou sistemas de equagdes hiperbélicas governam fendmenos importantes
como fluxos aerodinamicos, incluindo fluxos atraves de meio porosos e fluxos atmos-
féricos.

Introdugao 9.1 : Fluzos Unidimensionais

Um sistema linear geral de equagbes parciais unidimensionais a coeficientes con-
stantes pode ser escrito

Vi=Avy,x € Rt >0 (46)

onde v € um vetor de incognitas e A é uma matriz K x K de coeficientes. Se
A é uma matriz diagonalizavel, entdo dizemos que o sistema acima é fortemente
hiperbélico. Neste caso, existe uma matriz S de autovetores tal que A = S~TAS,
onde A é uma matriz diagonal. Assim,

Svy = SAv, = ASv,
e entdo , sendo u(x,t) = Sv(z,t), temos
ot ox

onde \; s@o os elementos diagonais de A (autovalores de A).

:)\’L 7Z’:O7].7...,_[<

Introdugao 9.2 : Curvas Caracteristicas

Considere o problema da equacao de onda unidimensional

ve + av, =0,

v(z,0) = f(z),

Vemos que a primeira equagao pode ser escrita como

[a 1] ] =o0

reRt>0
r €R

46

Ou seja, a solugao é constante ao longo das retas x — at = ¢, onde ¢ € R sao
constantes. Dessa forma, a solugdo exata é v(x,t) = f(x —at),x € Rt > 0.

Definigao 9.1 O dominio de dependéncia analitico da solugao em wm ponto (x,t)
(no dominio da EDP) é o ponto sp = x — at.

Introdugao 9.3 : Solu¢ao Numérica de vy + av, =0

Esquemas unidimensionais:

esquema | férmula simbolo estabilidade
FTFS up Tt =l — R(ujy —ug) 1+2Rsen?(£/2) —iRsen(§) | —1<R<0
FTBS up ™ =l — R(ul —ul ) 1—2Rsen?(£/2) —iRsen(¢) |0< R<1
FTCS uptt = up — (R/2)(upty, —up_,) | 1—iRsen (&) : R=0
R<0 ou
BTF 1— n+1 n+1 — N =
i e M |~ 2Rson®(¢/2) + iRsen (€) | R>1

Implementacao numérica:
Apesar de o problema ser definido numa regido infinita [0, +00) X [0,400] OU
(=00, 0] X [0, +00], a implementa¢ao numérica assumira (z,t) € [0, KAz] x [0, NAt]

ou (z,t) € [-KAx,0] x [0, NAt].

Estrutura de dados : v(n,k),n=1,2,3,... . N+ 1;k=1,2,3,..., K + 1.




INICIALIZACAQ VIA C. INICIAIS

COND. DE CONTORNO
o

Definicao 9.2 O dominio de dependéncia de um esquema numérico em um ponto
(kAx,nAt) da discretizagdo é o intervalo ao longo da condi¢ao inicial que € usado

na computacao de up.

INICIALIZACAO VIA C. INICIAIS

CASO a<0

CASO a>0

COND. DE CONTORNO

Por exemplo: para o esquema FTFS, o dominio de dependéncia numérica D,, de
um ponto (kAz,nAt) é o intervalo [kAx, (k + n)Az].

Por exemplo: para o esquema FTBS, o dominio de dependéncia numérica D,, de
um ponto (kAxz,nAt) é o intervalo [(k — n)Az, kAzx].

Exemplo 9.1 : Implementacao do esquema FTBS para vy + av, =0

Considere o problema

vit+avy, =0, 0<z<3,t>0
v(z,0) = f(z), 0<x<3
U(Oat) :g(t)v t>0

onde a = 1/6, f(x) =sen (rz), g(t) = 0.
Condigao de compatibilidade:

v(0,0) = f(0) = g(0)

que é claramente verificada.

Inicializacao via CIL: u) = f(zy),k=0,1,..., K.
Inicializagao via CC: uj = g(t,),n =0,1,...,N.
Iteragao principal:
forn=0:N_max—1

fork=1: K _ mazx

up™ = (1= R)uf + Rujl_,

end

end

As figuras abaixo mostram o resultado da implementagdo numérica (Matlab) do
esquema acima, para a = 1/6, At = Az = 1/10.

47



solucao numerica FTBS exemplo 8.1

variavel t variavel x

solucao numerica exemplo 8.1

v(n,:)

variavel x

Definicao 9.3 : a Condicao de Courant-Friedrichs-Levy

Uma equagao diferencial parcial e um esquema numérico associado sao ditos sat-
isfazerem a condi¢ao de Courant-Friedrichs-Levy (CFL) se para todo ponto P do
dominio da EDP temos que o dominio de dependéncia analitica D,(P) estd contido

no dominio de dependéncia numérica D, (P).

Lema 9.1 : Aplicagdo da condi¢io de CFL
A condi¢io de Courant-Friedrichs-Levy € necessdria para a convergéncia de um
esquema NUMErico.

Justificativa: Caso contrario, existe um ponto P tal que D,(P) £D,(P). Seja
Q € D,(P) tal que @ ¢ D,(P). A solugdo analitica no ponto P depende da in-
formacao contida em uma vizinhanca do ponto ), mas essa informagao nunca sera
captada pelo esquema numérico, e portanto nao podera haver convergéncia.

Consequéncia: podemos usar CFL para determinar condi¢bes necessarias para a
convergéncia de esquemas consistente, isto é, temos uma ferramenta para encontrar
condigoes necessarias para a estabilidade.

Por exemplo, para o esquema FTBS e um ponto (z,t) = (kAz,nAt) temos
D, (z,t) = {so}, onde sg = kAx — an/At} = (k — Rn)Axz. Dessa forma, é necessario
que

(k—n)Az < (k— Rn)Ax < kAx
e entao
k—n<k—-Rn<k=-n<-Rn<0=-1<-R<0=0<R<1
como ja sabemos.
Introdugao 9.4 : Esquema de Lax- Wendroff para vy + av, = 0

A proposta é modificar o esquema FTCS da tabela dada anteriormente, de maneira
a estabiliza-lo.
Estratégia:

Vg = (—aUz )y = —AUz = —aV = —a(—avy ) = 021)951:

Equacionamento e analise de consisténcia:

(A8)° + O((A)?)

2
(At)?
2
+ O((Ax)2)> Nt +

—(A;)Q +O((A1)?)

V(X tnp1) = 0(Tk, tn) + 0t (T, tn) At + v (Tk, tn)

V(Tpy tng1) = 0(Th, tn) — aVg (T, tn) AL 4 0200 (21, 1) +O((At)?)

V(@ps1,tn) — 0(@p—1,tn)
2A\x
o (V(Tri1,tn) — 20(Tk, tn) + V(TE—1,tn)
a
(Az)?

Dessa forma, desconsiderando-se erros de arredondamento, o esquema numeérico

v(Tk, thy1) = v(xg, tn) —a

+0((8a))
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= Up — 551(1%) + 752(%)7

n+1
Uy,

onde R = a/At/Ax, possui um erro de truncamento

1

O((Lz)2At, (Az)?(At)%, (At)?)]

ou seja, de primeira ordem no tempo e segunda no espaco.
Analise de estabilidade: Aplicando a TDF,

ot = (1 - g(%sen &) + R?Z(—Q + 2COS(§))) ",
ou seja,
p(€) =1 —2R?*sen?(£/2) — iRsen (&).
Vemos que

p(€)]> = (1 - 2R%sen?(£/2))” + R2%sen?(¢)

Ip(€)]? = 1 — 4R%sen?(£/2) + 4R*sen*(£/2) + R%sen?(¢)

e como sen 2(&) = 4sen 2(£/2) cos(£/2) temos

—4sen?(£/2) 4+ sen?(€) = —4sen ?(£/2) 4 4sen ?(£/2) cos?(£/2) =
—4sen?(£/2)(1 — cos?(£/2)) = —4sen*(£/2)

e assim
()2 = 1~ 4R2sen(€/2) + 4Rsen *(¢/2).
Como possiveis maximos estao em £0, £, calculamos

[p(0)
lp(£m)* =

e dessa forma conclufmos que o esquema de Lax-Wendroff é estavel na norma-energia
se e somente se —1 <1 —2R?, isto é, R? < 1, isto é, |R| < 1.

2 -1
(1—2R?)?

Introdugao 9.5 : o Esquema de Crank-Nicolson para Equac¢do de Onda 1D

O esquema de Crank-Nicolson para equagdo de onda unidimensional:

n4+1 n+1l _  n+l n _on
up T —uy ta Uppy = U1 | Upypr —Up_1 | 0
At 4 \x 4Nz
n+1 n+1 n n
u —u U —u
n+1 n k+1 k—1 k+1 k—1 o
R R
n+1 n+1 n+l _ Y n n__ ‘. n
Tk T Uy T e U T U

Aplicando a TDF, temos

<1 + %(%sen (5))) ot = (1 - g(%sen (5))) a"

1 —iRsen(£)/2
ple) = 1+ iRsen(£)/2

de onde concluimos estabilidade marginal incondicional, pois |p(¢)|? = 1.
Introdugao 9.6 : Equacoes Parciais Hiperbolicas 2D

A equacao diferencial parcial hiperbolica em duas dimensoes é
v + avy + bvy =0

que possui uma condigdo inicial do tipo v(z,y,0) = f(z,y).

Uma solugdo desse problema inicial é v(x,y,t) = f(z — at,y — bt).

A solucgéo é entao constante ao longo da reta x—at = xg , y—at = yo, € novamente
temos uma propagacao .

Dependendo da direcdo dessa reta (sinais de a e b), condigbes de contorno como,
por exemplo,

t>0
t>0

v(z,0,t) = g1(x,t)
’U(O, Y, t) = g2 (ya t)

devem ser adotadas para dominios espaciais finitos ou semi-finitos.

x € [0, +00)
y € [0, +00)

Exemplo 9.2 : Esquema FTBS para vy + avy + bvy, =0

Considere o problema

vy + avy + by, =0,
v(z,y,0) = f(z,y),
v(z,0,t) = g1(z, 1)
U(Ovyvt) = 92(y7t)
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(z,y) >0,t >0
x2>0,y>0
z>0,t>0
y>0,t>0



onde a =b =2, f(z,y) = sen (mzx/3)sen (1y/4), gi(x,t) = g2(y,t) = 0.
O esquema numérico usa aproximagoes de primeira ordem; avancada para v; e
retrasadas para v, e vy:

+1
“?k - U?k n au?k: —uj_ g n bu?k —Ui_4
At Ax Ay
e entao definimos
At At
R,=a—,R, =b—
SV Ay

para escrever na forma, compacta

n+1 __
ujk

(1= Rybs— — Ryby_)uly.
Aplicando a TDF em duas dimensoes , temos

pl&m) = 1= Rl = e7) = By (1— ™)
e assim

(& mI? = (1= 2Rysen(€/2) — 2Rysen(n/2))” + (Rusen (€) + Rysen (1)),

Procurando por pontos de méaximo em [—7, 7] X [—7, 7]:

3('9/22 = (1 —2R,sen?(£/2) — 2Rysen2(n/2))(—2Rx)Sen (§/2) cos(§/2) +
) (Rysen (£) + Rysen ()R, cos(§) =0
8|a/;7| = (1 —2Rysen®(£/2) — 2R,sen?(n/2))(—2R, )sen (n/2) cos(n/2) +
(Rysen (§) + Rysen (1)) Ry, cos(n) = 0
ou seja

—(1 —2R,sen?(¢/2) — 2R,sen?(n/2))sen (&) + (Rysen (&) + Rysen (n)) cos(&
—(1 — 2R sen?(£/2) — 2R, sen?(n/2))sen (n) + (Rysen (€) + Rysen (1)) cos(n

) =0
) =0

o que implica

(Rycos(§) — 1+ 2R sen?(£/2) + 2Ry sen?(n/2))sen (€) + R, cos(&)sen (1)
R, cos(n)sen (&) + (R, cos(n) — 1 + 2R,sen ?(£/2) + 2R, sen ?(1/2))sen (n)

=0
0

e possiveis maximos existem em (0,0), (0, £m), (£m,0) e (£, £7), entre outros.
Entretanto
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1p(0,0)] = 1,[p(0, £m)* = (1 — 2R,)? , |p(£7,0)|* = (1 — 2R,)?
|p(£m, +7)]* = (1 — 2R, — 2R,)?

e condicOes necessarias para a convergéncia sao :

1-2R,| <1 0<R,<1
1-2R,|<1&0<R,<1
1-2R, —2R,| <19 0<R,+R, <1

e portanto 0 < R, + R, < 1 é condicao necessaria para a estabilidade e portanto
para a convergéncia desse esquema.

As figuras abaixo mostram o resultado da implementac¢ao numérica (Matlab) para
os instantes ¢ = 0 e t = 2.0, respectivamente. Foi usado Az = Ay = 1/4, At = 1/20.

Solucao numerica Exemplo 8.2, t=0

-0.5

variavel x

variavel y



Solucao numerica Exemplo 8.2, t=2.0, dt=.05 —nN < _Rxn < n < —1 < R$ < 1
—n<-Rn<n&s -1<R, <1

. ! .u?g’l = agu';-lk + afLU?JrLk + a5qu+1
m\ com D, = [jAz,(j+ n)Az] x [kAy, (k4 n)Ayl.
, ‘ 2RO Analogamente, CFL implica —1 < R, <0, -1 < R, <0.
05 ( ouli = ayul_y 4 agul_y + asuly
AR com D, = [(j —n)Ax,jAz] x [(k —n)Dy, kAy).
0 (Y AN Analogamente, CFL implica 0 < R, < 1,0 < R, < 1.

Introducao 9.7 : Um esquema ADI para v + avy, + bvy, =0

-0.5

Considere o esquema localmente unidimensional para v; + av, + bvy, = 0:

(1+ Ry07) u?,:rlm = uf,
(1 + Ry62) u?,jl = U?I;H/Z

Exercicio: mostre que esse esquema é consistente de primeira ordem no
variavely tempo e segunda no espacgo.
Aplicando a TDF em

variavel x

Definicao 9.4 O dominio de dependéncia numérica da solugio (depende do es-
quema numérico) em um ponto (jAx,kAy,nAt) é o menor retingulo de R? que (1+ Rmég) (1+ Ry52) U;L,;H = ujy
contém todos os pontos das CI dos quais a computagio de ujy, depende.

temos
Lema 9.2 : Aplicacdo da condicao de CFL em duas dimensoes (14 iRgsen (€))(1 + iR,sen (U))ﬁnﬂ —
A condi¢io de Courant-Friedrichs-Levy € necessdria para a convergéncia de um
esquema numérico para equac¢ao parcial hiperbdlica bidimensional e assim
1
Justificativa: a mesma. . - p(§) = (1 + iRgsen (€))(1 + iRysen (1))
Exemplo:temos 3 categorias a distinguir:
ou?,:rl = Q1Uf_q  + QoUT g+ a3Uy + aqul g g+ asuy g que verifica
com D,, = [(j —n)Az, (j +n)Az] x [(k—n)Ay, (k+ n)Ay] 1
CFL implica (&) =
P (1+ RZsen2(€))(1 + RZsen?(y))
(J —n)Az < (z —at) < (j +n)Ax de onde a estabilidade incondicional é concluida.
(k—n)Ay < (y—bt) < (k+n)Ay

Introducao 9.8 : o Esquema de Beam-Warming para v: + av, + bv, =0

implica
_ ' _ O esquema de Beam-Warming para v; + av, +bv, = 0 é o resultado da fatorizacao
(j—n)Azx < (j — Ryn)Az < (j +n)Ax aproximada aplicada ao esquema bidimensional de Crank-Nicolson
(k—n)Ay < (k—Ryn)Ay < (k+n)Ay -
uh T — b
ik ik A 1/ ntl n 1/, n+l ny _
implica At + QAx(Sx(ujk + ufy) + 2Ay%(“jk +ufy) =0
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ou

R,0:  Rydy\ R0 Ryo,\

Resulta entao
Ry 4 Ry 1\ nt1 Ry 4 Ry 4\ »
Esse esquema é comumente usado na forma:
Ry 1\ . Ry 4 Ry i\ n
y51 n+1

R, .
L =570y Juge™ =gy,

Aplicando a TDF

R,
1+ —isen (77)) ot =a*

e entao
(1 —iRgsen(§)/2)(1 —iRysen(n)/2)
PN = (T iRosen (6)2)(1 5 iR, sen (1) /2)

que claramente verifica |p(€,n)| = 1, e temos estabilidade marginal incondicional.

10 Solucao numérica de equacoes elipticas
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