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Conteúdo programáti
o da dis
iplina:

1. Propagação de erros numéri
os;

2. Derivação e integração numéri
a;

3. Métodos de passo simples e múltiplo; explí
itos e implí
itos.

4. Métodos de dis
retização par
ial; o Método das Linhas.

5. Revisão de pré-requisitos bási
os.

6. Análise de estabilidade numéri
a: Fourier, Von Neumann, espe
tral.

7. Convergên
ia e o teorema de Lax-Wendro�, Lax-Ri
htmeyer.

8. Solução numéri
a de equações parabóli
as.

9. Solução numéri
a de equações hiperbóli
as.

10. Solução numéri
a de equações elípti
as.

1 Propagação de erros numéri
os e estima-

tivas

Em Análise Numéri
a duas fontes de erros numéri
os se sobresaem: erros de

arredondamento e erros de trun
amento. De�nições pre
isas dessas fontes de er-

ros dependem do problema em questão .

Exemplo 1.1 : Re
ursão es
alar.

Considere a avaliação numéri
a da seguinte re
ursão :

{

xn+1 = 4xn − 1 , n > 1
x1 = 1/3

A solução analíti
a é xn = 1/3 para todo n ≥ 0.

A solução numéri
a em Gnu-Fortran 77 (g77), usando pre
isão dupla em ambiente

IBM PC e Linux, nos dá a tabela seguinte.

n xn n xn

1 0.333333333 21 0.333251953
2 0.333333333 22 0.333007812
3 0.333333333 23 0.33203125
4 0.333333333 24 0.328125
5 0.333333333 25 0.3125
6 0.333333333 26 0.25
7 0.333333333 27 0.
8 0.333333333 28 −1.
9 0.333333333 29 −5.
10 0.333333333 30 −21.
11 0.333333333 31 −85.
12 0.333333333 32 −341.
13 0.333333332 33 −1365.
14 0.333333328 34 −5461.
15 0.333333313 35 −21845.
16 0.333333254 36 −87381.
17 0.333333015 37 −349525.
18 0.333332062 38 −398101.
19 0.333328247 39 −5592405.
20 0.333312988 40 −22369621.

program exemplo1

double pre
ision x

integer n,i




n = 40

x = 1.0D0/3

do i=1,n

write(*,'(i3,x,f20.8)') i,x

x = 4*x - 1.0D0

end do

end
# S
ript em Maple

printlevel:=0;

n:=40; x:=1.0/3;

for i from 1 to n do

print(i,x); x:=4*x-1.0;

end do;

A expli
ação do fen�meno é simples: por não ter uma representação binária �nita,

o número real 1/3 não pode ser representado exatamente no 
omputador:
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1

3
=

1

4 − 1
=

1/4

1 − 1/4
=

1

4
+

1

42
+

1

43
+ . . .

⇒ 1

3
=

1

22
+

1

24
+

1

26
+ . . . = (0.01010101 . . .)2

e assim temos que x1 = 1/3 + ǫ, onde ǫ é um número de magnitude muito pequena

que depende da aritméti
a ponto �utuante utilizada pelo 
omputador.

Dessa forma, existe uma úni
a fonte de erro, e uma propagação desastrosa:

x1 − 1/3 = ǫ
x2 − 1/3 = 4(x1 + ǫ) − 1 − 1/3 = 4ǫ
x3 − 1/3 = 4(x2 + ǫ) − 1 − 1/3 = 42ǫ

e de uma forma generalizada temos xn − 1/3 = 4n−1ǫ. Dessa forma o erro numéri
o

é quadrupli
ado a 
ada iteração .

De�nição 1.1 Erros que o
orrem devido ao fato do 
omputador trabalhar apenas


om números 
om representação binária �nita são 
hamados erros de arredonda-

mento.

De�nição 1.2 Um número real a possui representação no 
omputador a ser deno-

tada por fl(a) ou â.

Exemplo 1.2 : Avaliação de funções trans
endentes.

Diferentemente das funções algébri
as, funções trans
endentes não podem ser

avaliadas 
omo um número �nito de operações aritméti
as (+,−, ∗,÷).

• Considere a avaliação numéri
a da raiz quadrada de um número positivo a dado.

Essa tarefa, ao 
omputador, normalmente é feita através da re
ursão :

xn+1 =
xn

2
− a

2xn
, n > 1

onde o valor ini
ial x0 é adequadamente de�nido em termos de a.

Novamente, erros de arredondamento estão presentes em todos os estágios da


omputação . Entretanto, uma 
ara
terísti
a dessa re
ursão é a rápida 
onvergên-


ia ao valor desejado, o que minimiza tremendamente a propagação dos erros de

arredondamento.

Pode-se mostrar que fl(
√

fl(a)) = fl(
√

a), ou seja, a resposta dada pelo 
om-

putador ainda é a melhor possível em aritméti
a �nita.

• Considere a avaliação numéri
a da exponen
ial de um número real a dado.

Ao 
omputador, a exponen
ial pode ser 
al
ulada através de sua série ou ex-

pansão de Taylor:

ea =
∞
∑

i=0

ai

i !
= 1 + a +

a2

2!
+

a3

3!
+ . . . +

Os termos par
iais

sn =

n
∑

i=0

ai

i !
= 1 + a +

a2

2
+

a3

6
+ . . . +

an

n !

são então avaliados em IBM PC Gnu-Fortran77:

n sn |sn − ea|
1 2.609437912434101 0.23905620875E + 01
2 3.904583109424218 0.10954168905E + 01
3 4.599401703471827 0.40059829652E + 00
4 4.878968550352922 0.12103144964E + 00
5 4.968957646838940 0.31042353161E − 01
6 4.993096290770655 0.69037092293E − 02
7 4.998646240584719 0.13537594153E − 02
8 4.999762778040077 0.23722195992E − 03
9 4.999962444452445 0.37555547555E − 04
10 4.999994579521835 0.54204781641E − 05
11 4.999999281285380 0.71871461937E − 06
12 4.999999911885088 0.88114910923E − 07
13 4.999999989955171 0.10044828080E − 07
14 4.999999998930096 0.10699032771E − 08
15 4.999999999893068 0.10693135266E − 09
16 4.999999999989933 0.10065726031E − 10
17 4.999999999999104 0.89528384706E − 12
18 4.999999999999924 0.75495165675E − 13
19 4.999999999999993 0.62172489379E − 14
20 4.999999999999998 0.88817841970E − 15
21 4.999999999999998 0.88817841970E − 15
22 4.999999999999998 0.88817841970E − 15
23 4.999999999999998 0.88817841970E − 15
24 4.999999999999998 0.88817841970E − 15
25 4.999999999999998 0.88817841970E − 15

program exemplo2

double pre
ision

a,a_n,s_n,e_n

integer nmax,n,i




a = log(5.0D0)

nmax = 25

a_n = 1.0D0

s_n = 1.0D0

do n=1,nmax

a_n = a*a_n/n

s_n = s_n + a_n

e_n = abs(exp(a)-s_n)

write(*,'(i3,x,f30.16,x,e20.12)')

n,s_n,e_n

end do

end

Além dos inevitáveis erros de arredondamento, ao 
al
ular 
ada sn, temos também

um erro de trun
amento, pelo fato de não estarmos 
onsiderando os termos �nais

(
auda) da série.

Nesse exemplo, os erros de arredondamento podem ser desprezados em 
omparação

aos erros de trun
amento (diferentes ordens de magnitude).
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2 Derivação e integração numéri
as

Exemplo 2.1 : Avaliação numéri
a de derivadas.

Seja o problema de 
al
ular numeri
amente f ′(1) para uma dada função 
ontínua

f(x) : I −→ R, 1 ∈ I.

A estratégia é aproximar a derivada por diferentes fórmulas de diferenças �ni-

tas:

d1(h) =
f(1 + h) − f(1)

h
, d2(h) =

f(1 + h) − f(1 − h)

2h

d3(h) =
f(1 + 2h) − f(1 + h) + f(1)

h

e gostaríamos de saber se alguma das fórmulas a
ima deveria ser preferida às demais.

Lembramos a Série de Taylor para f(x) em x = 1:

f(1 + h) = f(1) + hf ′(1) +
h2f ′′(1)

2!
+

h3f (3)(1)

3!
+ . . . +

hnf (n)(1)

n!
+ . . .

assumindo que f(x) seja analíti
a em alguma vizinhança de x = 1.

Temos então

d1(h) =
1

h

[

f(1) + hf ′(1) +
h2f ′′(1)

2!
+

h3f (3)(1)

3!
+ . . . − f(1)

]

=

f ′(1) +
hf ′′(1)

2!
+

h2f (3)(1)

3!
+

h3f (4)(1)

4!
+ . . . +

ao passo que

d2(h) =
1

2h

[

f(1) + hf ′(1) +
h2f ′′(1)

2!
+

h3f (3)(1)

3!
+ . . . +

hnf (n)(1)

n!
+ . . .

−
(

f(1) − hf ′(1) +
h2f ′′(1)

2!
− h3f (3)(1)

3!
+ . . . +

(−1)nhnf (n)(1)

n!
+ . . .

)]

=

f ′(1) +
h2f (3)(1)

3!
+

h5f (5)(1)

5!
+ . . . +

h7f (7)(1)

7!
+ . . .

e

d3(h) =
1

h

[(

f(1) + 2hf ′(1) +
(2h)2f ′′(1)

2!
+

(2h)3f (3)(1)

3!
+

(2h)4f (4)(1)

4!
+ . . .

)

−
(

f(1) + hf ′(1) +
h2f ′′(1)

2!
+

h3f (3)(1)

3!
+

h4f (4)(1)

4!
+ . . .

)

+ f(1)

]

=

f(1)

h
+ f ′(1) +

3hf ′′(1)

2!
+

7h2f (3)(1)

3!
+

15h3f (4)(1)

4!
+ . . .

As quantidades

e1(h) = d1(h) − f ′(1)
e2(h) = d2(h) − f ′(1)
e3(h) = d3(h) − f ′(1)

são erros de trun
amento pois são resultado da aproximação de um operador de

dimensão in�nita (a derivada) por uma diferença �nita.

Vemos que apenas as duas primeiras aproximações podem ser úteis na aproximação

de f ′(1) se f(1) 6= 0.

De�nição 2.1 No 
ontexto de nosso problema, uma aproximação é 
onsistente

se o 
orrespondente erro de trun
amento tende a zero ao h tender a zero.

As aproximações d1 e d2 são 
onsistentes, enquanto que d3 é in
onsistente.

Aém disso, assintoti
amente,

d1(h) = f ′(1) + O(h) ao h → 0
d2(h) = f ′(1) + O(h2) ao h → 0

e então d1 é um aproximação 
onsistente de primeira ordem, ao passo que d2 é

uma aproximação 
onsistente de segunda ordem.

A tabela abaixo mostra a 
omputação dessas duas aproximações para o 
aso em

que f(x) = exp(x).

h e1(h) e2(h)
0.1E + 01 0.1952E + 01 0.4762E + 00
0.1E + 00 0.1406E + 00 0.4533E − 02
0.1E − 01 0.1364E − 01 0.4530E − 04
0.1E − 02 0.1360E − 02 0.4530E − 06
0.1E − 03 0.1359E − 03 0.4531E − 08
0.1E − 04 0.1359E − 04 0.5859E − 10
0.1E − 05 0.1359E − 05 −0.1635E − 09
0.1E − 06 0.1399E − 06 0.5859E − 10
0.1E − 07 −0.6603E − 08 −0.6603E − 08
0.1E − 08 0.2154E − 06 −0.6603E − 08
0.1E − 09 0.1548E − 05 −0.6727E − 06
0.1E − 10 0.3263E − 04 0.1043E − 04
0.1E − 11 0.4323E − 03 0.2103E − 03
0.1E − 12 −0.4559E − 03 −0.4559E − 03
0.1E − 13 −0.9338E − 02 −0.9338E − 02
0.1E − 14 0.3903E + 00 0.1683E + 00

program exemplo3

double pre
ision

h,d1,d2,de,one

integer i

one=1.0D0

h = one

de= exp(one)

do i=1,16

d1=(exp(one+h)-

exp(one))/h

d2=(exp(one+h)-exp(one-

h))/(2*h)

write(*,'(e9.1,1x,e13.5,1x,e13.5)')

. h,d1-de,d2-de

h = h/10;

end do

end
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De�nição 2.2 Chama-se de Quadratura Numéri
a o problema de avaliar, numeri-


amente,

I =

∫ b

a

f(x)dx

para uma dada função f(x), e para um intervalo [a, b], para os quais sabemos que

essa quantidade realmente existe, isto é, quando f é dita ser integrável no intervalo

[a, b].
Neste 
apítulo apli
aremos té
ni
as matemáti
as na solução do problema da

quadratura numéri
a de uma função dada, ou a partir de aproximação de uma tabela

de dados.

Métodos de Integração de�nida: quanto à natureza, podem ser

• Analíti
os: são os que usam o Teorema Fundamental do Cál
ulo ou fórmulas de

re
orrên
ia a integrais mais simples;

• Numéri
os: dis
utidos nesta dis
iplina;

• Semi-analíti
os ou semi-numéri
os: f é aproximada por funções φi mais simples,


omo por exemplo, via Aproximação Fun
ional, e então as quantidades

∫ b

a

φi(x)dx,

que aproximam a quantidade que pro
uramos, são 
al
uladas analiti
amente.

Métodos de Integração de�nida: podem ser determinísti
os ou probabilísti
os

• determinísti
os: a função f é avaliada em um 
onjunto su�
ientemente grande

de pontos xi, i = 0, 1, . . . , n, que podem ter um espaçamento �xo (quadratura

�xa), ou podem ter espaçamento variável (quadratura adaptativa). Construimos

uma fórmula de integração a partir do polin�mio interpolador 
orrespondente;

• probabilísti
os: os que valem-se da 
ara
terização de integral de�nida de uma

f em algum intervalo 
omo "área 
om sinal"entre o grá�
o dessa f e os eixos


oordenados. Por 
ausa da 
ara
terização 
omo área, métodos Monte-Carlo

podem ser usados.

Quadratura adaptativa: usando uma partição de pontos x0 < x1 < x2 < . . . <
xn, es
revemos

∫ b

a

f(x)dx =
n

∑

i=1

∫ xi

xi−1

f(x)dx

onde

• fazemos os intervalos menores nas regiões onde f varia mais brus
amente (maior

erro nas fórmulas de integração);

• fazemos os intervalos maiores nas regiões onde f é mais suave (menor erro nas

fórmulas de integração).

Nas próximas seções, desenvolveremos estratégias 
onsagradas de quadratura de-

terminísti
a:

• fórmulas de Newton-C�tes (quadratura newtoniana), 
ujo grande retrato é

∫ b

a

f(x)dx =
n

∑

i=0

wif(xi); (1)

• quadratura gaussiana, 
ujo grande retrato é

∫ b

a

f(x)w(x)dx =

n
∑

i=0

wif(xi); (2)

bem 
omo suas apli
ações a

• quadratura re
ursiva;

• quadratura de integrandos 
om singularidade.

2.1 Fórmulas de Newton-C�tes

São derivadas usando interpolação por polin�mios de Lagrange.

Vantagem: Sendo φ um interpolador de grau n nos n + 1 pontos

x0 = a, x1, x2, . . . , xn = b,

então a 
orrespondente fórmula será EXATA toda vez que f for um polin�mio de

grau menor ou igual a n.

n = 1 : Regra do Trapézio

φ(x) =
(x − b)

a − b
f(a) +

(x − a)

b − a
f(b)

∫ b

a

f(x) ≈
∫ b

a

(

x − b

a − b
f(a) +

x − a

b − a
f(b)

)

dx =

f(a)

∫ b

a

x − b

a − b
dx + f(b)

∫ b

a

x − a

b − a
dx = f(a)

[

(x − b)2

2(a − b)

]b

a

+ f(b)

[

(x − a)2

2(b − a)

]b

a

=

f(a)
−(a − b)2

2(a − b)
+ f(b)

(b − a)2

2(b − a)
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e a após simpli�
ação obtemos

∫ b

a

f(x)dx ≈ f(a) + f(b)

2
(b − a) (3)

n = 2: Regra de Simpson, seja c = (a + b)/2, 2h = b − a,

φ(x) =
(x − c)(x − b)

(a − c)(a − b)
f(a) +

(x − a)(x − b)

(c − a)(c − b)
f(c) +

(x − a)(x − c)

(b − a)(b − c)
f(b)

e assim

∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

(

(x − c)(x − b)

(a − c)(a − b)
f(a) +

(x − a)(x − b)

(c − a)(c − b)
f(c) +

(x − a)(x − c)

(b − a)(b − c)
f(b)

)

dx =

f(a)

(a − c)(a − b)

∫ b

a

(x − c)(x − b)dx +
f(c)

(c − a)(c − b)

∫ b

a

(x − a)(x − b)dx +

f(b)

(b − a)(b − c)

∫ b

a

(x − a)(x − c)dx

e assim

∫ b

a

f(x)dx ≈ f(a)

(a − c)(a − b)

[

(c − a)(b − a)2

2
− (b − a)3

6

]

+

f(c)

(c − a)(c − b)

(a − b)3

6
+

f(b)

(b − a)(b − c)

[

(b − c)(b − a)2

2
− (b − a)3

6

]

=

f(a)

(−h)(−2h)

[

(h)(2h)2

2
− (2h)3

6

]

+
f(c)

(h)(−h)
· (−2h)3

6
+

f(b)

(2h)(h)

[

(h)(2h)2

2
− (2h)3

6
+

]

=
f(a)

2h2
· 4h3

6
− f(c)

h2
· −8h3

6
+

f(b)

2h2
· 4h3

6

e a após simpli�
ação obtemos

I =

∫ b

a

f(x)dx ≈ f(a) + 4f(c) + f(b)

6
(b − a) (4)

Exemplo 2.2 : Avaliar numeri
amente, em S
ilab,

I =

∫ π2/4

0

sen (
√

1 + x)dx

(a) usando a Regra do Trapézio; (b) usando a Regra de Simpson.

A sequên
ia de 
omandos em S
ilab:

−−> a = 0; b =

−−> fun
tion u = f(x)

−−> u = sin(sqrt(1+x)); endfun
tion

−−> It = (f(a) + f(b))*(b-a)/2

−−> Is = (f(a) + 4*f(
) + f(b))*(b-a)/6

produz as aproximações I = 2.2198498 e I = 2.3801058, respe
tivamente para as

regras de Trapézio e Simpson.

Teorema: Se f é uma função 
ontínua em um intervalo [a, b], e se f (2)(x) é limitada

em [a, b], então a regra do Trapézio possui erro de trun
amento lo
al

E =
h3

12
|f (2)(ξ)|, ξ ∈ (a, b) (5)

onde h = b − a.

Demonstração: omitida

Teorema: Se f é uma função 
ontínua em um intervalo [a, b], e se f (4)(x) é limitada

em [a, b], então a regra de Simpson possui erro de trun
amento lo
al dado por

E =
h5

90
|f (4)(ξ)|, ξ ∈ (a, b) (6)

onde h = (b − a)/2.

Demonstração: omitida

Quadratura Composta Uniforme

No 
ontexto de quadratura newtoniana, ou seja, das fórmulas de Newton C�tes,

dependendo do tamanho do intervalo de integração e da natureza não-polinomial

da função f , as fórmulas bási
as apresentadas podem nos dar aproximações bem

rudimentares (baixa exatidão) para o valor exato da integral de�nida.

Como estratégia para ven
er esse obstá
ulo, podemos usar Regra do Trapézio e

Regra de Simpson (ou qualquer outra fórmula de quadratura) em intervalos menores,

aproveitando a propriedade aditiva da integral de�nida.

Nesse sentido, duas estratégias para solução desse problema são apresentadas.

Quadratura Composta Fixa

Uma vez es
olhido um número N de intervalos, es
revemos

∫ b

a

f(x)dx =

∫ x1

x0

f(x)dx +

∫ x2

x1

f(x)dx +

∫ x3

x2

f(x)dx + . . . +

∫ xN

xN−1

f(x)dx

onde x0 = a, xN = b e xi − xi−1 = (b− a)/N . Assim, fórmulas de baixa ordem (por

exemplo, Trapézio e Simpson) são apli
adas em 
ada sub-intervalo.
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Quadratura Composta do Trapézio:

I =
N

∑

i=1

f(xi−1) + f(xi)

2
(xi − xi−1) (7)

onde h = (b − a)/N .

Quadratura Composta de Simpson:

I =

N
∑

i=1

f(xi−1) + 4f(xi−1/2) + f(xi)

6
(xi − xi−1) (8)

onde h = (b − a)/N , xi−1/2 = (xi−1 + xi)/2 (indi
e fra
ionário).

Exemplo 2.3 (Regra Composta do Trapézio): Avaliar numeri
amente a integral

I =

∫ π2/4

0

sen (
√

1 + x)dx

usando a Regra Composta do Trapézio e 3 intervalos.

A sequên
ia de 
omandos em S
ilab:

−−> N=3; x0=0; x3 = %pi*%pi/4; h = (x3-x0)/N;

−−> x1 = x0 + h; x2 = x0 + 2*h;

−−> fun
tion u = f(x)

−−> u = sin(sqrt(1+x)); endfun
tion

−−> I1 = (f(x0) + f(x1))*(x1-x0)/2;

−−> I2 = (f(x1) + f(x2))*(x2-x1)/2;

−−> I3 = (f(x2) + f(x3))*(x3-x2)/2;

−−> I = I1 + I2 + I3

produz a aproximação I = 2.3636473.

Exemplo 2.4 (Regra Composta de Simpson) : Avaliar numeri
amente a integral

I =

∫ π2/4

0

sen (
√

1 + x)dx

usando a Regra Composta de Simpson e 3 intervalos.

A sequên
ia de 
omandos em S
ilab:

−−> N=3; x0=0; x3 = %pi*%pi/4; h = (x3-x0)/N;

−−> x1 = x0 + h; x2 = x0 + 2*h;

−−> x0m = (x0+x1)/2; x1m = (x1+x2)/2; x2m = (x2+x3)/2;

−−> fun
tion u = f(x)

−−> u = sin(sqrt(x)); endfun
tion

−−> I1 = (f(x0) + 4*f(x0m) + f(x1))*(x1-x0)/6;

−−> I2 = (f(x1) + 4*f(x1m) + f(x2))*(x2-x1)/6;

−−> I3 = (f(x2) + 4*f(x2m) + f(x3))*(x3-x2)/6;

−−> I = I1 + I2 + I3

produz a aproximação I = 2.3829249.

Quadratura Composta Re
ursiva - quadratura de Romberg

No 
ontexo da Quadratura Composta Fixa, um problema que surge é : Como

en
ontrar o N adequado antes de 
omeçar o pro
edimento ?

A estratégia de Quadratura Composta Re
ursiva vem 
orrigir essa di�
uldade,

através da avaliação de uma sequên
ia de aproximações

In =

n
∑

i=1

∫ xi

xi−1

f(x)dx, onde xi − xi−1 =
b − a

n

se possível usando, re
ursivamente, as aproximações anteriores ao 
ál
ulo de 
ada

In. Em 
ada intervalo, alguma fórmula de quadratura de baixa ordem (Trapézio ou

Simpson) deve ser usada. Além disso, devemos testar a 
onvergên
ia dos In ao n


res
er.

Regra Composta Re
ursiva do Trapézio

Dada uma função f(x) de�nida no intervalo [a, b], seja sn a aproximação de

∫ b

a

f(x)dx

que usa a Regra Composta do Trapézio e 2n intervalos. Para a determinação de

sn+1, 1 ponto deve ser adi
ionado em 
ada um dos 2n intervalos, determinando

então 2 · 2n = 2n+1 novos intervalos. Ne
essitamos avaliar a função f APENAS nos

2n novos pontos adi
ionados, desde que seja possível fazer apenas uma 
orreção no

valor de sn.

Algoritmo: (Regra Composta Re
ursiva Trapezoidal )

Entrada: função f , números reais a e b, parâmetro de tolerân
ia TOL.

Saída: Aproximação sn para

∫ b

a

f(x)dx

Passo 1: n = 0; h0 = b − a; s0 = (f(a) + f(b))h0/2; segue=1

Passo 2: Enquanto segue=1

Passo 3: n = n + 1;

Passo 4: hn =
hn−1

2
, gn =

2n−1
∑

i≥1,ímpar

f(a + i · hn)

6



Tabela 1: Apli
ação da Regra Composta Re
ursiva do Trapézio.

n sn δn

0 2.2198498 �

1 2.3400418 0.988

2 2.372051 1.569

3 2.3802356 2.163

4 2.3822954 2.762

5 2.3828113 3.364

6 2.3829403 3.966

7 2.3829725 4.567

8 2.3829806 5.170

Passo 5: sn =
sn−1

2
+ gnhn

Passo 6: Se TOL já foi al
ançado, segue ← 0.

Fim Enquanto

Retorne sn

Exemplo 2.5 : Avaliar numeri
amente, em S
ilab,

I =

∫ π2/4

0

sen (
√

1 + x)dx

usando a Regra Re
ursiva do Trapézio, 
om 5 
asas de
imais signi�
ativas 
orretas.

A sequên
ia de 
omandos em S
ilab

−−> fun
tion u=f(x)

−−> u = sin(sqrt(1+x));endfun
tion

−−> getf('digse.s
i');

−−> a = 0; b = %pi∧2/4;

−−> n=0; hn = b-a; sn=(f(a)+f(b))*hn/2;

−−> n=n+1;hn=hn/2;gn=0;for i=1:2:(2**n-1);gn=gn+f(a+i*hn);end;

sa=sn;sn=sn/2+gn*hn;[n sn digse(sa,sn)℄

permite 
onstruir a tabela 1, onde observamos uma 
onvergên
ia linear de aproxi-

madamente 0.60 digse/iter.

Regra Composta Re
ursiva de Simpson

Dada uma função f(x) de�nida no intervalo [a, b], seja sn a aproximação de

∫ b

a

f(x)dx

que usa a Regra Composta de Simpson e 2n intervalos. Para a determinação de

sn+1, 1 ponto deve ser adi
ionado em 
ada um dos 2n intervalos, determinando

então 2 · 2n = 2n+1 novos intervalos. Ne
essitamos avaliar a função f APENAS nos

2n novos pontos adi
ionados, desde que seja possível fazer apenas uma 
orreção no

valor de sn.

Algoritmo: (Regra Composta Re
ursiva de Simpson)

Entrada: função f , números reais a e b, parâmetro de tolerân
ia TOL.

Saída: Aproximação sn para

∫ b

a

f(x)dx

Passo 1: n = 0; h0 = (b − a)/2; d0 = f(a) + f(b);

Passo 2: g0 = f(a + h0); s0 =
h0(d0 + 4g0)

3

; segue = 1;

Passo 3: Enquanto segue=1

Passo 3: n = n + 1;

Passo 4: hn =
hn−1

2

, dn = dn−1 + 2gn−1

Passo 5: gn =
2n+1−1
∑

i≥1,ímpar

f(a + i · hn)

Passo 6: sn =
hn(dn + 4gn)

3

Passo 7: Se TOL já foi al
ançado, segue ← 0.

Fim Enquanto

Retorne sn

Exemplo 2.6 : Avaliar numeri
amente, em S
ilab,

I =

∫ π2/4

0

sen (
√

1 + x)dx

usando a Regra Composta Re
ursiva de Simpson, 
om 4 
asas de
imais signi�
ativas


orretas.

A sequên
ia de 
omandos em S
ilab

−−> fun
tion u=f(x)

−−> u = sin(sqrt(1+x));endfun
tion

−−> getf('digse.s
i');
−−> a = 0; b = %pi∧2/4;

−−> n=0;hn=(b-a)/2;dn=f(a)+f(b);

−−> gn=f(a+hn);sn = (dn+4*gn)*hn/3

−−> n=n+1; hn=hn/2; dn=dn+2*gn; gn=0; for i=1:2:(2**(n+1)-1);

7



Tabela 2: Apli
ação da Regra Composta Re
ursiva de Simpson.

n sn δn

0 2.3801058 �

1 2.3827208 2.659

2 2.3829638 3.690

3 2.382982 4.817

4 2.3829832 5.994

gn=gn+f(a+i*hn);end; sa=sn; sn=(dn+4*gn)*hn/3; [n sn digse(sa,sn)℄

permite 
onstruir a tabela 2, onde observamos uma 
onvergên
ia linear de aproxi-

madamente 1.20 digse/iter.

2.2 Quadratura Gaussiana

Observamos que a expressão de Taylor 
om resto de Lagrange para uma função f(x)

sendo interpolada em um 
onjunto de nós distintos {x0, x1, x2, . . . , xn}, x0 ≥ a, xn ≤
b é dada por

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f ′′(x0)(x − x0)

2

2
+ . . . +

f (n)(x0)(x − x0)
n

n!
+

+
f (n+1)(ξ)(x − x0)(x − x1) . . . (x − xn)

(n + 1)!
, (9)

para algum ξ entre x e x0, e uma vez que sabemos que o resto de Lagrange deve

anular-se para x = xj , j = 0, 1, 2, . . . , n. Dessa forma, temos

f(x) = φ(x) + Etr(x), (10)

onde

φ(x) =

n
∑

k=0

Lk(x)f(xk)

Lk(x) =
∏

0 ≤ j ≤ n
j 6= k

(x − xj)

(xk − xj)

(11)

é a interpoladora Lagrangiana de grau ≤ n, sobre {x0, x1, . . . , xn}, e

lEtr(x) = pn(x)qn(x) (12)

pn(x) = (x − x0)(x − x1) . . . (x − xn) (13)

qn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
. (14)

Sendo w(x) uma função peso es
olhida, que deve satisfazer w(x) ≥ 0 em [a, b],

integramos a equação (10), obtendo

I =

∫ b

a

f(x)w(x)dx =

∫ b

a

φ(x)w(x)dx +

∫ b

a

Etr(x)w(x)dx. (15)

Nosso objetivo nesta seção será apresentar estratégias que existem para minimizar

∫ b

a

Etr(x)w(x)dx =

∫ b

a

pn(x)qn(x)w(x)dx (16)

para um dado intervalo [a, b], usando projeção em espaços polinomais gerados por

bases ortogonais 
onhe
idas. Deverá ser sempre lembrado que é a estratégia de pro-

jeção que determinará o valor dos parâmetros da respe
tiva fórmula de quadratura

I =

∫ b

a

f(x)w(x)dx ≈
∫ b

a

n
∑

k=0

Lk(x)f(xk)w(x)dx =
n

∑

k=0

wkf(xk) (17)

onde

wk =

∫ b

a

Lk(x)w(x)dx. (18)

determina os pesos da fórmula de quadratura.

Será importante de�nirmos ortogonalidade generalizada (
om peso ) em um inter-

valo [a, b]: dois polin�mios p(x) e q(x) são ortogonais em um intervalo [a, b], 
om

peso w(x), se

∫ b

a

p(x)q(x)w(x)dx = 0. (19)

Quadratura de Gauss-Legendre

Apresentamos os polin�mios de Legendre, de�nidos re
ursivamente no intervalo

[−1, 1] por
P0(x) = 1, P1(x) = x

Pn+1(x) =

(

2n + 1

n + 1

)

xPn(x) − n

n + 1
Pn−1(x), n ≥ 1

(20)

Estes polin�mios têm a propriedade de ser ortogonais no intervalo [−1, 1], 
om peso

w(x) ≡ 1, isto é,

∫ 1

−1

Pn(x)Pj(x)dx =

{

0, n 6= j
1

2n
, n = j

(21)
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De
ompondo os polin�mios pn e qn, de�nidos em (13)-(14) em termos dos

polin�mios de Legendre, es
revemos

pn(x) =

n+1
∑

k=0

bkPk(x) (22)

qn(x) =

n
∑

j=0

cjPj(x). (23)

Dessa forma, temos

pn(x)qn(x) =

(

n+1
∑

k=0

bkPk(x)

)





n
∑

j=0

cjPj(x)



 =

n
∑

k=0

n
∑

j=0

bkcjPk(x)Pj(x) + bn+1

n
∑

j=0

cjPk(x)Pj(x)

e então, substituindo essa expressão em (10) e movendo para fora da integral as


onstantes

∫ 1

−1

pn(x)qn(x)dx =

n
∑

k=0

n
∑

j=0

bkcj

∫ 1

−1

Pk(x)Pj(x)dx+ bn+1

n
∑

j=0

cj

∫ 1

−1

Pk(j)Pj(x)dx =

n
∑

k=0

bkck

∫ 1

−1

P 2
k (x)dx

em virtude das relações de ortogonalidade (14). Assim, podemos anular a expressão

a
ima desde que estabeleçamos

b0 = b1 = . . . = bk = 0,

o que impli
a pn(x) = bn+1Pn+1(x) e que por sua vez impli
a que as abs
issas

x0, x1, . . . , xn sejam as n + 1 raízes de Pn+1(x), o polin�mio de Legendre de grau

n + 1. Também impli
a (veja Sperandio 2003, Ralston 1978) que a 
orrespondente

fórmula de quadratura será exata para polin�mios de grau menor ou igual a (2n+1).

A tabela 3 mostra, para n = 1, 2, 3, as raízes dos polin�mios de Legendre de grau

n + 1.

Dessa forma, a fórmula de quadratura de Gauss-Legendre para n + 1 pontos pode

ser es
rita

∫ 1

−1

f(x)dx ≈
n

∑

k=0

wkf(xk) (24)

onde x0, x1, x2, . . . , xn são de�nidos na tabela 3, para n = 1, 2, 3.

Tabela 3: Parâmetros da Quadratura de Gauss-Legendre.

n xk wk

1

−
√

1/3
√

1/3

1
1

2

−
√

3/5
0
√

3/5

5/9
8/9
5/9

3

−
√

3/7 + (6/7)
√

2/15

−
√

3/7 − (6/7)
√

2/15
√

3/7 − (6/7)
√

2/15
√

3/7 + (6/7)
√

2/15

1/2 − (1/18)
√

15/2

1/2 + (1/18)
√

15/2

1/2 + (1/18)
√

15/2

1/2 − (1/18)
√

15/2

Em parti
ular, ressaltamos os 
asos n = 1 e n = 2, que são os mais usados:

(n = 1) Quadratura de Gauss-Legendre usando 2 pontos.

∫ 1

−1

f(x)dx ≈ f

(

−
√

1

3

)

+ f

(

√

1

3

)

(25)

exata para polin�mios de grau ≤ 3.

(n = 2) Quadratura de Gauss-Legendre usando 3 pontos.

∫ 1

−1

f(x)dx ≈ 5

9
f

(

−
√

3

5

)

+
8

9
f(0) +

5

9
f

(

√

3

5

)

(26)

exata para polin�mios de grau ≤ 5.

Exemplo 2.7 : En
ontrar a fórmula de Gauss-Legendre para

∫ 1

0

f(x)dx

usando 2 pontos.

Solução: pensamos em uma substituição u = αx + β, onde então

{

−1 = α(0) + β
1 = α(1) + β

⇒ α = 2, β = −1 ⇒ u = 2x − 1.

Fazendo a substituição u = 2x − 1, du = 2dx
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∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 1

−1

f

(

u + 1

2

)

du

2
=

∫ 1

−1

g(u)du,

onde

g(u) =
f((u + 1)/2)

2

.

Caso f seja polin�mio de grau n sabemos que g também será polin�mio de grau n .

Assim

∫ 1

0

f(x)dx = g

(−1√
3

)

+ g

(

1√
3

)

=
1

2
f

(

−1/
√

3 + 1

2

)

+
1

2
f

(

1/
√

3 + 1

2

)

e assim a fórmula

∫ 1

0

f(x)dx =
1

2
f

(

3 −
√

3

6

)

+
1

2
f

(

3 +
√

3

6

)

(27)

é exata para todos os polin�mios de grau ≤ 3.

Exemplo 2.8 : Avaliar numeri
amente, em S
ilab,

I =

∫ 1

0

ln(1 +
√

x )dx

usando o método de Gauss-Legendre para 2 pontos.

Usaremos a fórmula obtida no exemplo anterior. Os 
omandos em S
ilab

−−> w0= 0.5; w1 = 0.5;

−−> fun
tion u = f(x)

−−> u = log( 1 + sqrt(x) ); endfun
tion

−−> x0= (3-sqrt(3))/6; x1 = (3+sqrt(3))/6;

−−> I = w0*f(x0) + w1*f(x1)

produz a aproximação I = 0.5068943.

Exemplo 2.9 : Avaliar numeri
amente

∫ π2/4

0

sen (
√

1 + x) dx

usando quadratura de Gauss-Legendre 
om 2 pontos.

Para obtenção da fórmula apropriada, é ne
essária uma mudança de variável do

intervalo [0, π2/4] para o intervalo [−1, 1] : u = αx + β onde

x = 0 ⇒ α(0) + β = −1 ⇒ β = −1

x = π2/4 ⇒ απ2/4 − 1 = 1 ⇒ α = 2/(π2/4) = 8/(π2)

e então u = 8x/π2 − 1, du = 8/π2dx, e

∫ π2/4

0

f(x)dx =

∫ 1

−1

f

(

π2(u + 1)

8

)

π2

8
du =

∫ 1

−1

π2

8
f

(

π2(u + 1)

8

)

du.

Usando (27), obtemos

∫ π2/4

0

f(x)dx =
π2

8

[

f

(

π2

8

(−1√
3

+ 1

))

+ f

(

π2

8

(

1√
3

+ 1

))]

e segue que a fórmula

∫ π2/4

0

f(x)dx = 1.2337f(0.521423) + 1.2337f(1.94598)

é exata para polin�mios de grau menor ou igual a 3.

A sequên
ia de 
omandos em S
ilab:

−−> fun
tion u = f(x)

−−> u = sin(sqrt(1+x));endfun
tion

−−> w0 = 1.2337; w1 = w0;

−−> x0 = 0.521423; x1 = 1.94598;

−−> I = w0*f(x0) + w1*f(x1)

produz a aproximação I = 2.3848163.

Quadratura de Gauss-TChebyshev

Apresentamos os polin�mios de TChebyshev Tn(x) = cos(n ∗ arccos(x)), n ≥ 0,

de�nidos no intervalo [−1, 1]. Sabidamente, satisfazem a re
ursão

T0(x) = 1, T1(x) = x
Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x), n ≥ 1.

(28)

Estes polin�mios têm a propriedade de ser ortogonais no intervalo [−1, 1], 
om peso

w(x) = (1 − x2)−1/2, isto é,

∫ 1

−1

Tn(x)Tj(x)
1√

1 − x2
dx =











0, n 6= j
π

2
, n = j 6= 0

π, n = j = 0

(29)
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De
ompondo os polin�mios pn e qn, de�nidos em (13)-(14) em termos dos

polin�mios de TChebyshev, es
revemos

pn(x) =

n+1
∑

k=0

bkTk(x) (30)

qn(x) =

n
∑

j=0

cjTj(x). (31)

Dessa forma, analogamente ao desenvolvimento na seção (2.2), usamos a propriedade

de ortogonalidade dada em (29) para obter pn(x) = bn+1Tn+1(x) e que por sua vez

impli
a que as abs
issas x0, x1, . . . , xn sejam as n+1 raízes de Tn+1(x), o polin�mio

de TChebyshev de grau n + 1. Também impli
a que a 
orrespondente fórmula de

quadratura será exata para polin�mios de grau menor ou igual a (2n + 1).

Pode-se mostrar que as raízes de Tn+1(x) são dadas por

xk = cos

(

π(2k + 1)

2(n + 1)

)

(32)

para k = 0, 1, 2, . . . , n. Pode-se mostrar também que os pesos são dados por

wk =
π

n + 1

(33)

para k = 0, 1, 2, . . . , n. Dessa forma, a fórmula de quadratura de Gauss-TChebyshev

para n + 1 pontos pode ser es
rita

∫ 1

−1

f(x)√
1 − x2

dx ≈ π

n + 1

n
∑

k=0

f(xk) (34)

onde x0, x1, x2, . . . , xn são de�nidos por (32).

Exemplo 2.10 : Avaliar numeri
amente

∫ π2/4

0

sen (
√

1 + x) dx

usando quadratura de Gauss-TChebyshev 
om 4 pontos.

Na obtenção da fórmula apropriada, usamos a mudança de variável obtida no

Exemplo (2.9):

u = 8x/π2 − 1, du = 8/π2dx,

e assim

∫ π2/4

0

f(x)dx =

∫ 1

−1

f

(

π2(u + 1)

8

)

π2

8
du =

∫ 1

−1

π2

8
f

(

π2(u + 1)

8

)

du.

e assim

∫ π2/4

0

f(x)dx =

∫ 1

−1

g(u)√
1 − u2

du

onde

g(u) =
π2

√
1 − u2

8
f

(

π2(u + 1)

8

)

.

A sequên
ia de 
omandos em S
ilab

−−> fun
tion y = f(x)

−−> y = sin(sqrt(1+x)); endfun
tion

−−> fun
tion y = g(u)

−−> y = %pi∧2*sqrt(1-u*u)*f( %pi∧2*(u+1)/8 )/8;

−−> endfun
tion

−−> // n = 3 //

−−> u0 = 
os( %pi*(2*0+1)/8 );

−−> u1 = 
os( %pi*(2*1+1)/8 );

−−> u2 = 
os( %pi*(2*2+1)/8 );

−−> u3 = 
os( %pi*(2*3+1)/8 );

−−> I = (%pi/4)*(g(u0) + g(u1) + g(u2) + g(u3))

produz a aproximação I = 2.4401498.

Quadratura de Gauss-Laguerre

Apresentamos os polin�mios de Laguerre, de�nidos em [0,∞) 
omo sendo soluções

não-singulares da equação diferen
ial xy′′ + (1 − x)y′ + ny = 0 . Sabidamente, esta

equação diferen
ial tem soluções não-singulares somente se n é inteiro não-negativo.

Polin�mios de Laguerre, que satisfazem a relação re
ursiva

L0(x) = 1, L1(x) = 1 − x

Ln+1(x) =
1

n + 1
[(2n + 1 − x)Ln(x) − nLn−1(x)] , n ≥ 1,

(35)

têm a propriedade de ser ortogonais no intervalo [0,∞), 
om peso w(x) = e−x, isto

é,

∫ ∞

0

Ln(x)Lj(x)e−xdx =

{

0, n 6= j
1, n = j

(36)

11



Tabela 4: Parâmetros da Quadratura de Gauss-Laguerre.

n xk wk

1

0.585786437627
3.414213562373

0.853553390593
0.14644669407

2
0.415774556783
2.294280360279
6.289945082937

0.711093009929
0.278517733569
0.103892565016

3

0.322547689619
1.745761101158
4.536620296921
9.395070912301

0.603154104342
0.357418692438
0.388879085150 · 10−1

0.539294705561 · 10−3

4

0.2635603197
1.413403059
3.59642577
7.0858100059
12.64080084423

0.5217556106
0.39866681108
0.75942244868 · 10−1

0.36117586799 · 10−2

0.23369972386 · 10−4

De
ompondo os polin�mios pn e qn, de�nidos em (13)-(14) em termos dos

polin�mios de Laguere, es
revemos

pn(x) =
n+1
∑

k=0

bkLk(x) (37)

qn(x) =
n

∑

j=0

cjLj(x). (38)

Dessa forma, analogamente ao desenvolvimento na seção 2.2, usamos a propriedade

de ortogonalidade dada em (36) para obter pn(x) = bn+1Ln+1(x) e que por sua

vez impli
a que as abs
issas x0, x1, . . . , xn sejam as n + 1 raízes de Ln+1(x), o

polin�mio de Laguerre de grau n+1. Também impli
a que a 
orrespondente fórmula

de quadratura será exata para polin�mios de grau menor ou igual a (2n + 1).

Pode-se mostrar que as raízes de Ln+1(x) e os pesos wk, k = 0, 1, . . . , n para esta

quadratura são dadas 
onforme a tabela 4.

Dessa forma, a fórmula de quadratura de Gauss-Laguerre para n + 1 pontos pode

ser es
rita

∫ ∞

0

f(x)e−xdx ≈
n

∑

k=0

wkf(xk) (39)

onde x0, x1, x2, . . . , xn são de�nidos pela tabela 4.

Exemplo 2.11 : Avaliar numeri
amente

∫ ∞

e

dx

1 + x5/2

usando quadratura de Gauss-Laguerre 
om 4 pontos.

A mudança de variável u = x − e, du = dx permite es
revermos

∫ ∞

e

dx

1 + x5/2
=

∫ ∞

0

du

1 + (u + e)5/2
=

∫ ∞

0

g(u)e−udu

onde g(u) =
eu

1 + (u + e)5/2

.

A sequên
ia de 
omandos em S
ilab

−−> fun
tion y = g(u)

−−> y = exp(u)/(1 + (u+exp(1))∧(2.5)); endfun
tion

−−> u0 = 0.322547689619; w0 = 0.603154104342;

−−> u1 = 1.745761101158; w1 = 0.357418692438;

−−> u2 = 4.536620296921; w2 = 0.388879085150*10∧(-1);

−−> u3 = 9.395070912301; w3 = 0.539294705561*10∧(-3);

−−> I = w0*g(u0) + w1*g(u1) + w2*g(u2) + w3*g(u3)

produz a aproximação I = 0.1342564.

Quadratura de Gauss-Hermite

Apresentamos os polin�mios de Hermite 
omo sendo soluções não-singulares da

equação diferen
ial xy′′ − 2xy′ + 2ny = 0 .

Polin�mios de Hermite, que satisfazem a relação re
ursiva

H0(x) = 1
Hn+1(x) = 2xHn(x) − H ′

n(x), n ≥ 0,

(40)

têm a propriedade de ser ortogonais no intervalo (−∞,∞), 
om peso w(x) = e−x2

,

isto é,

∫ ∞

−∞

Hn(x)Hj(x)e−x2

dx =

{

0, n 6= j√
π n! 2n, n = j

(41)

De
ompondo os polin�mios pn e qn, de�nidos em (13)-(14) em termos dos

polin�mios de Hermite, es
revemos

pn(x) =

n+1
∑

k=0

bkHk(x) (42)

qn(x) =

n
∑

j=0

cjHj(x). (43)
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Tabela 5: Parâmetros da Quadratura de Gauss-Hermite.

n xk wk

1

−0.7071067811
0.7071067811

0.8862269255
0.8862269255

2
−1.22447448714
0.00000000000
1.22447448714

0.2954089752
1.1816359006
0.2954089752

3

−1.6506801239
−0.5246476233
0.5246476233
1.6506801239

0.0813128354
0.8049140900
0.8049140900
0.0813128354

4

−2.021828705
−0.9585724646
0
0.9585724646
2.021828705

0.0199532421
0.3936193232
0.9453087205
0.3936193232
0.0199532421

Dessa forma, analogamente ao desenvolvimento na seção 2.2, usamos a propriedade

de ortogonalidade dada em (41) para obter pn(x) = bn+1Hn+1(x) e que por sua

vez impli
a que as abs
issas x0, x1, . . . , xn sejam as n + 1 raízes de Hn+1(x), o

polin�mio de Hermite de grau n+1. Também impli
a que a 
orrespondente fórmula

de quadratura será exata para polin�mios de grau menor ou igual a (2n + 1).

Pode-se mostrar que as raízes de Hn+1(x) e os pesos wk, k = 0, 1, . . . , n para esta

quadratura são dadas 
onforme a tabela 5.

Dessa forma, a fórmula de quadratura de Gauss-Hermite para n + 1 pontos pode

ser es
rita

∫ ∞

−∞

f(x)e−x2

dx ≈
n

∑

k=0

wkf(xk) (44)

onde x0, x1, x2, . . . , xn são de�nidos pela tabela 5.

Exemplo 2.12 : Avaliar numeri
amente

∫ ∞

infty

e−|x|dx

1 + x3

usando quadratura de Gauss-Hermite 
om 4 pontos.

Não há ne
essidade de mudança de variável. Temos

∫ ∞

−∞

e−|x|dx

1 + x3
=

∫ ∞

−∞

g(x)e−x2

dx

onde g(x) =
ex2

e−|x|

1 + x3

.

A sequên
ia de 
omandos em S
ilab

−−> fun
tion y = g(u)

−−> y = exp(u*u - abs(u))/(1 + u*u*u); endfun
tion

−−> u0=-1.6506801239; w0 = 0.0813128354;

−−> u1=-0.5246476233; w1=0.8049140900;

−−> u2= 0.5246476233; w2= 0.8049140900;

−−> u3=1.6506801239; w3=0.0813128354;

−−> I = w0*g(u0) + w1*g(u1) + w2*g(u2) + w3*g(u3)

produz a aproximação I = 1.2564603.

Quadratura de integrandos 
om singularidade

Ao empregarmos quadratura gaussiana de qualquer tipo e ordem, nenhum dos nós

x0, x1, . . . , xn 
oin
ide 
om qualquer dos extremos x = a ou x = b.

Estratégias de quadratura gaussiana (que pela razão a
ima é 
lassi�
ada 
omo

uma estratégia de quadratura aberta) será muito útil no 
ál
ulo numéri
o de integrais

de�nidas de funções f(x) que não estão de�nidas em x = a ou x = b, mas possuem

integral no intervalo [a, b]. Os próximos exemplos mostram situações 
omo essas.

Exemplo 2.13 En
ontre uma aproximação numéri
a para a integral mal 
ompor-

tada

I =

∫ 2

0

ex

√

x(2 − x)
dx

usando quadratura de Gauss-TChebyshev e 6 pontos.

Apli
ando a quadratura de Gauss-TChebyshev, fazemos a mudança de variável

u = x − 1 , du = dx, que impli
a

I =

∫ 1

−1

eu+1

√

(u + 1)(1 − u)
du =

∫ 1

−1

g(u)√
1 − u2

dx

onde

g(u) =

√
1 − u2eu+1

√

(u + 1)(1 − u)

.
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A sequên
ia de 
omandos em S
ilab

−−> n = 5; wk = %pi/(n+1);

−−> fun
tion y = g(u)

−−> y = sqrt(1-u*u)*exp(u+1)/sqrt((u+1)*(1-u));endfun
tion

−−> u0 = 
os( 1*%pi/(2*(n+1)) ); u1=
os(3*%pi/(2*(n+1)));

−−> u2 = 
os( 5*%pi/(2*(n+1)) ); u3 = 
os( 7*%pi/(2*(n+1)) );

−−> u4 = 
os( 9*%pi/(2*(n+1)) ); u5 = 
os( 11*%pi/(2*(n+1)) );

−−> I = wk*( g(u0) + g(u1) + g(u2) + g(u3) + g(u4) + g(u5) )

produz a aproximação I = 10.811866.

Exemplo 2.14 : Aproxime numeri
amente a integral mal 
omportada

I =

∫ π/4

−π/4

tan(x)

ex 3
√

x
dx

usando quadratura de Gauss-Legendre e 4 pontos.

De�nimos dois sub-intervalos de integração, separados pelo ponto de singularidade

x = 0:

I =

∫ π/4

−π/4

tan(x)

ex 3
√

x
dx =

∫ 0

−π/4

tan(x)

ex 3
√

x
dx +

∫ π/4

0

tan(x)

ex 3
√

x
dx

e assim estão de�nidas duas quantidades

I1 =

∫ 0

−π/4

tan(x)

ex 3
√

x
dx

I2 =

∫ π/4

0

tan(x)

ex 3
√

x
dx

a serem 
al
uladas. Para a primeira integral, a mudança de variável proposta é
u = αx + β, onde

{

−1 = α(−π/4) + β
1 = α(0) + β

⇒ α =
8

π
, β = 1

e assim x =
π(u − 1)

8
, dx = πdu/8, o que impli
a

I1 =

∫ 0

−π/4

tan(x)

ex 3
√

x
dx =

∫ 1

−1

f

(

π(u − 1)

8

)

πdu

8
⇒ I1 =

∫ 1

−1

g(u)du

onde g(u) =
πf

(

π(u−1)
8

)

8

.

Para a segunda integral, a mudança de variável proposta é u = αx + β, onde

{

−1 = α(0) + β
1 = α(π/4) + β

⇒ α =
8

π
, β = −1

e assim x =
π(u + 1)

8
, dx = πdu/8, o que impli
a

I2 =

∫ π/4

0

tan(x)

ex 3
√

x
dx =

∫ 1

−1

f

(

π(u + 1)

8

)

πdu

8
⇒ I2 =

∫ 1

−1

p(u)du

onde p(u) =
πf

(

π(u+1)
8

)

8

.

A sequên
ia de 
omandos em S
ilab

−−> fun
tion u = 
brt(x)

−−> u = sign(x)*abs(x)∧(1/3);endfun
tion

−−> fun
tion y = f(x)

−−> y = tan(x)/(exp(x)*
brt(x)); endfun
tion

−−> fun
tion y = g(u)

−−> y = %pi*f( %pi*(u-1)/8 )/8; endfun
tion

−−> fun
tion y = p(u)

−−> y = %pi*f( %pi*(u+1)/8 )/8; endfun
tion

−−> u0 = -sqrt(3/7 + (6/7)*sqrt(2/15)); w0 = 1/2 -(1/18)*sqrt(15/2);

−−> u1 = -sqrt(3/7 - (6/7)*sqrt(2/15)); w1 = 1/2 +(1/18)*sqrt(15/2);

−−> u2 = sqrt(3/7 - (6/7)*sqrt(2/15)); w2 = 1/2 + (1/18)*sqrt(15/2);

−−> u3 = sqrt(3/7 + (6/7)*sqrt(2/15)); w3 = 1/2 - (1/18)*sqrt(15/2);

−−> I1 = w0*g(u0) + w1*g(u1) + w2*g(u2) + w3*g(u3)

−−> I2 = w0*p(u0) + w1*p(u1) + w2*p(u2) + w3*p(u3)

produz as aproximações I1 = 0.7529783, I2 = 0.2751271 e assim I = 1.0281055.

3 Métodos de passo simples e múltiplo; explí
itos e

implí
itos.

Exemplo 3.1 : Solução numéri
a de problemas ini
iais ordinários

Consideremos o problema de valor ini
ial

{

dx/dt − x(x − 4) = 0 , x ∈ (0, 4)
x(0) = 1/10

.

A derivada primeira será aproximada pelas fórmulas em diferenças �nitas 
entrais:

d1 =
x(t + h) − x(t − h)

2h

, d2 =
x(t + h) − x(t)

h

14



que já mostramos serem 
onsistentes e possuirem erro de trun
amento de segunda e

primeira ordens, respe
tivamente.

O intervalo [0, 1] será dis
retizado por 0 = t0 < t1 < . . . < tN = 1 onde N é um

inteiro �xo e ti = i△t, i = 0, 1, 2, . . . , N , onde △t = 5/N .

De�nimos xi = x(ti), i = 0, 1, 2, . . . , N .

Apli
ando a fórmula da approximação d1:

xi+1 − xi−1

2△t
− xi(xi − 4) = 0 , i > 0

x1 − x0

△t
− x0(x0 − 4) = 0

x0 = 1/10

e temos então o esquema numéri
o:

{

x0 = 1/10 , x1 = x0 + △tx0(x0 − 4)
xi+1 = xi−1 + 2△txi(xi − 4) , i > 0

(E1)

também 
hamado esquema 
entral.

Apli
ando a fórmula da approximação d2:

xi+1 − xi

△t
− xi(xi − 4) = 0 , i ≥ 0

x0 = 1/10

e temos então o esquema numéri
o:

{

x0 = 1/10
xi+1 = xi + △txi(xi − 4) , i ≥ 0

(E2)

também 
hamado esquema de Euler.

De�nição 3.1 Um método (esquema) numéri
o é 
onsistente se o 
orrespondente

erro de trun
amento tende a zero quando o tamanho do passo tende a zero.

Os dois esquemas propostos são 
onsistentes uma vez que as respe
tivas aproxi-

mações usadas são 
onsistentes.

Manipulando nosso problema de valor ini
ial analiti
amente:

dx/dt = x(x − 4) ⇒
∫ x

x0

du

u(u − 4)
=

∫ t

0

ds

e então

1

4
ln

∣

∣

∣

∣

x − 4

x

∣

∣

∣

∣

− 1

4
ln

∣

∣

∣

∣

x0 − 4

x0

∣

∣

∣

∣

= t.

Assim,

(x − 4)x0

x(x0 − 4)
= e4t ⇒ x(t) =

4x0

x0 + (4 − x0)e4t

e temos uma expressão analíti
a para a solução x(t).

A �gura abaixo mostra o resultado da solução numéri
a em Matlab.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

variavel t

va
ria

ve
l x

Exemplo 4 − Matlab 6.0 em PC Linux

exata
esquema 1
esquema 2

Exemplo 3.2 : en
ontrar solução numéri
a para o PVI







dy

dt
=

cos(t)

t + y2

y(1) = 1/2

.

no intervalo [1, 10], usando o método de Euler e △t = 0.1.

O esquema numéri
o






yi+1 − yi

△t
=

cos(ti)

ti + y2
i

, i = 0, 1, 2, . . . , n − 1

y0 = 0.5
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Figura 1: Solução numéri
a do exemplo 3.2 via Método de Euler.

é proposto. Dessa forma, estabele
emos a re
ursão







y0 = 0.5

yi+1 = yi +
(△t) cos(ti)

ti + y2
i

, i = 0, 1, 2, . . . , n − 1

A sequên
ia de 
omandos em S
ilab

−−> h=0.1; n = (10-1)/h; t=[1:h:10℄';

−−> y = 0*t; y(1)=0.5; // ini
ializa
ao //

−−> for i=1:n

−−> ti= 1 + (i-1)*h; yi = y(i);

−−> y(i+1)=yi + h*
os(ti)/(ti + yi*yi);

−−> end

−−> [t y℄

−−> plot2d(t,y,-1)

produzem a Figura 1.

Exemplo 3.3 : Solução numéri
a da equação de difusão

Considere o problema de 
ondições de 
ontorno

vt = νvxx , x ∈ (0, 1) , t > 0
v(x, 0) = f(x) , x ∈ [0, 1]
v(0, t) = a(t) , v(1, t) = b(t), t ≥ 0

onde f(0) = a(0) e f(1) = b(0). Tipi
amente esse problema modela a 
ondução

unidimensional de 
alor em uma barra limitada representada pelo segmento [0, 1].

A temperatura da barra é 
ontrolada nos extremos x = 0 e x = 1 por meio de duas

funções a(t) e b(t). A temperatura ini
ial (instante t = 0) é dada por uma função

f(x) e o parâmetro ν é 
hamado 
oe�
iente de 
ondutividade térmi
a.

A dis
retização a ser adotada é: vn
k = v(xk, tn), onde tn = n△t, n = 0, 1, 2, . . . , N

e xk = k · △x, k = 0, 1, 2, . . . ,K, onde △t > 0 e △x = 1/K.

A derivada par
ial vt será aproximada pela diferença �nita:

vn+1
k − vn

k

△t

que veri�
a

vn+1
k − vn

k

△t
=

∂v

∂t
(xk, tn) +

△t

2

∂2v(xk, η1)

∂t2

Por outro lado, derivada par
ial vxx será aproximada pela diferença 
entral:

vn
k+1 − 2vn

k + vn
k−1

(△x)2

que veri�
a

vn
k+1 − 2vn

k + vn
k−1

(△x)2
=

∂2v(xk, tn)

∂x2
+

(△x)2

4!

(

∂4v(ξ1, tn)

∂x4
+

∂4v(ξ2, tn)

∂x4

)

.

O erro de trun
amento de nosso método é

τn
k = vt(xk, tn) − νvxx(xk, tn) =

vn+1
k − vn

k

△t
− ν

(△x)2
(

vn
k+1 − 2vn

k + vn
k−1

)

−
△t

2

∂2v

∂t2
(xk, η1) +

ν(△x)2

4!

(

∂4v(ξ1, tn)

∂x4
+

∂4v(ξ2, tn)

∂x4

)

e então , se as derivadas par
iais a
ima forem limitadas,

τn
k = en

k + O
(

△t, (△x)2
)

onde en
k é um erro de arredondamento a ser desprezado. Dessa forma, o erro de

trun
amento é de primeira ordem no tempo e segunda ordem no espaço.

Nosso problema dis
retizado é:

vn+1
k − vn

k

△t
= ν ·

vn
k+1 − 2vn

k + vn
k−1

(△x)2
, k = 1, 2, . . . ,K , n = 0, 1, 2, . . .

v0
k = f(k△x) , k = 0, 1, 2, . . . ,K

vn
0 = a(n△t) , vn

K = b(n△t) , n = 0, 1, 2, . . .
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e assim temos o esquema

v0
k = f(k△x) , k = 1, 2, . . . ,K − 1

vn
0 = a(n△t) , vn

K = b(n△t) , n = 0, 1, 2, . . .
vn+1

k = rvn
k+1 + (1 − 2r)vn

k + rvn
k−1 , k = 1, 2, . . . ,K , n = 0, 1, 2, . . .

onde r = ν△t/(△x)2.

A solução numéri
a em Matlab, para N = K = 15, △x = △t = 0.0625, f(x) =
3sen(2πx) e a(t) = b(t) = 0, é mostrada abaixo:

0
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Solucao Numerica para Exemplo 6
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a

Exemplo 3.4 : O esquema Leapfrog para a equação de difusão

Para a solução numéri
a da equação de difusão , agora aproximaremos a derivada

par
ial vt pela diferença �nita 
entral:

vn+1
k − vn−1

k

2△t

que veri�
a

vn+1
k − vn−1

k

2△t
=

∂v

∂t
(xk, tn) +

(△t)2

3

∂3v(xk, η1)

∂t3

Entretanto, derivada par
ial vxx 
ontinuará aproximada pela diferença 
entral:

vn
k+1 − 2vn

k + vn
k−1

(△x)2

que veri�
a

vn
k+1 − 2vn

k + vn
k−1

(△x)2
=

∂2v(xk, tn)

∂x2
+

(△x)2

4!

(

∂4v(ξ1, tn)

∂x4
+

∂4v(ξ2, tn)

∂x4

)

.

O erro de trun
amento desse método é

τn
k = vt(xk, tn) − νvxx(xk, tn) =

vn+1
k − vn−1

k

2△t
− ν

(△x)2
(

vn
k+1 − 2vn

k + vn
k−1

)

−
(△t)2

3

∂3v

∂t3
(xk, η1) +

ν(△x)2

4!

(

∂4v(ξ1, tn)

∂x4
+

∂4v(ξ2, tn)

∂x4

)

e então , se as derivadas par
iais a
ima forem limitadas,

τn
k = en

k + O
(

(△t)2, (△x)2
)

onde en
k é um erro de arredondamento a ser desprezado. Dessa forma, o erro de

trun
amento é de segunda ordem no tempo e no espaço.

Nosso método é agora explí
ito de passo múltiplo m = 2 (3 estágios).

Uma di�
uldade 
om esquemas de passo múltiplo é que eles normal-

mente requerem um número adi
ional de valores ini
iais ou então devem

ser ini
ializados por esquemas mais simples.

No nosso exemplo, os valores no instante 
orrespondendo a n = 1 não podem ser


al
ulados usado a aproximação 
entral para vt, uma vez que pre
isaríamos de dados


orrespondendo a n = −1.

Nestes 
asos, os dois remédios mais usados são :

• valores fantasmas 
orrespondendo a n = −1 são inseridos obede
endo algum


ritério traduzindo bom senso físi
o do problema;

• valores 
orrespondendo a n = 1 são 
al
ulados usando a aproximação 
lássi
a

de primeira ordem para vt.

Adotando a segunda estratégia a
ima, nosso problema dis
retizado é:
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v1
k − v0

k

△t
= ν ·

v0
k+1 − 2v0

k + v0
k−1

(△x)2
, k = 1, 2, . . . ,K

vn+1
k − vn−1

k

2△t
= ν ·

vn
k+1 − 2vn

k + vn
k−1

(△x)2
, k = 1, 2, . . . ,K , n = 1, 2, . . .

v0
k = f(k△x) , k = 0, 1, 2, . . . ,K

vn
0 = a(n△t) , vn

K = b(n△t) , n = 0, 1, 2, . . .

e assim temos o esquema numéri
o (Leapfrog)

v0
k = f(k△x) , k = 1, 2, . . . ,K − 1

vn
0 = a(n△t) , vn

K = b(n△t) , n = 0, 1, 2, . . .
v1

k = rv0
k+1 + (1 − 2r)v0

k + rv0
k−1 , k = 1, 2, . . . ,K , n = 0, 1, 2, . . .

vn+1
k = vn−1

k + 2r
(

vn
k+1 − 2vn

k + vn
k−1

)

, k = 1, 2, . . . ,K , n = 0, 1, 2, . . .

onde novamente r = ν△t/(△x)2.

Exemplo 3.5 : Es
olha inteligente dos parâmetros △t e △x.

Ainda no 
ontexto do problem de difusão , analisaremos as fórmulas de aproxi-

mação das quantidades vt e vxx usadas no Exemplo 3.3 
om mais detalhe:

vn+1
k − vn

k

△t
=

∂v

∂t
(xk, tn) +

△t

2

∂2v(xk, tn)

∂t2
+ O

(

(△t)2
)

ao passo que

vn
k+1 − 2vn

k + vn
k−1

(△x)2
=

∂2v(xk, tn)

∂x2
+

(△x)2

12

∂4v(xk, tn)

∂x4
+ O

(

(△x)4
)

.

Dessa forma, o erro de trun
amento do esquema do Exemplo 3.3 é

τn
k = vt(xk, tn) − νvxx(xk, tn) =

vn+1
k − vn

k

△t
− ν

(△x)2
(

vn
k+1 − 2vn

k + vn
k−1

)

−
△t

2

∂2v

∂t2
(xk, tn) +

ν(△x)2

12

∂4v(xk, tn)

∂t4
+ O

(

(△t)2, (△x)4
)

e assim, desprezando erros de arredondamento,

τn
k = −△t

2

∂2v

∂t2
(xk, tn) +

ν(△x)2

12

∂4v(xk, tn)

∂t4
+ O

(

(△t)2, (△x)4
)

Entretanto, se assumirmos que vt(x, t) e vxx(x, t) são funções 
ontínuas, então

∂2v(xk, tn)

∂t2
=

∂

∂t

(

ν
∂2v(xk, tn)

∂x2

)

= ν
∂2

∂x2

(

∂v(xk, tn)

∂t

)

e assim

∂2v(xk, tn)

∂t2
= ν2 ∂4v(xk, tn)

∂x4

.

Dessa forma

τn
k =

ν

2

(

(△x)2

6
− ν△t

)

∂4v(xk, tn)

∂x4
+ O

(

(△t)2, (△x)4
)

.

Con
lusão : se tomarmos △t, △x tais que

△t

(△x)2
=

1

6ν

e se a quarta derivada espa
ial for limitada, então o erro de trun
amento do esquema

do Exemplo 3.3 é de segunda ordem no tempo e quarta ordem no espaço.

Introdução 3.1 : Tratamento numéri
o de 
ondições de 
ontorno; 
ondição de

Neumann

No problema de difusão visto anteriormente, ressaltamos suas 
ondições de 
on-

torno

v(0, t) = a(t) , t ≥ 0
v(1, t) = b(t) , t ≥ 0.

Essas 
ondições de 
ontorno são 
hamadas de 
ondições de Diri
hlet, sendo as de

mais simples implementação numéri
a.

Muito frequentemente, para uma barra representada pelo segmento {x : 0 ≤ x ≤
L}, o problema físi
o nos dá 
ondições de 
ontorno do tipo

vx(0, t) = a(t)
vx(L, t) = b(t)


hamadas 
ondições de 
ontorno de Neumann e que traduzem um 
ontrole do

�uxo de 
alor nas extremidades da barra.

Entretanto, 
ondições de Neumann não podem ser exatamente implementadas

e 
onsequentemente satisfeitas ao 
omputador. Se 
onsideramos, por exemplo, a


ondição vx(0, t) = a(t), vemos que uma abordagem bastante natural é usarmos

vn
1 − vn

0

△x
= a(n△t) , n = 1, 2, 3, . . .
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e então teríamos vn
0 = vn

1 − △x a(n△t), n = 1, 2, 3, . . .. Essa expressão ainda

não permite o 
ál
ulo de vn
0 , mas permite a eliminação de vn

0 das demais

equações que 
ompõem o esquema numéri
o.

Problema: pode mostrar-se que o erro de trun
amento da solução será

também determinado pela ordem da aproximação das 
ondições de 
on-

torno.

Dessa forma, 
omo essa aproximação é de primeria ordem no espaço, mesmo us-

ando aproximações mais exatas (maior ordem) na equação diferen
ial par
ial, a

solução ao problema de 
ontorno ainda teria um erro de trun
amento de primeira

ordem no espaço.

Possível saída: aumentar a ordem da aproximação das 
ondições de 
ontorno.

Assim, introduzimos os valores vn
−1 e usamos então a aproximação

vn
1 − vn

−1

2△x
= a(n△t), n = 1, 2, 3, . . .

e então vn
1 = vn

−1 + 2△x a(n△t), n = 1, 2, . . .. Essa expressão será usada na equação

vn+1
0 − vn

0

△t
= ν

vn
1 − 2vn

0 + vn
−1

(△x)2

obtida da aproximação da equação diferen
ial quando k = 0.

Dessa forma, temos

vn+1
0 − vn

0

△t
= ν

vn
1 − 2vn

0 + vn
1 − 2△x a(n△t)

(△x)2

=⇒ vn+1
0 = vn

0 +
2ν(vn

1 − vn
0 )

(△x)2
− 2ν△x a(n△t)

e essa última equação permitirá 
al
ular vn
0 , n = 1, 2, 3, . . ..

De�nição 3.2 Diferenças �nitas na variável espa
ial x serão denotadas pela

função δ(·), da seguinte forma:

δ+(vn
k ) = vn

k+1 − vn
k , δ−(vn

k ) = vn
k − vn

k−1

δ1(vn
k ) = vn

k+1 − vn
k−1 , δ2(vn

k ) = vn
k+1 − 2vn

k − vn
k−1

Dessa forma, o esquema de Euler para vt = νvxx pode ser des
rito por

vn+1
k − vn

k

△t
=

ν

(△x)2
δ2(vn

k ) =⇒ vn+1
k = vn

k +
ν△t

(△x)2
δ2(vn

k ),

ao passo que o esquema Leapfrog para vt = νvxx pode ser des
rito por

vn+1
k − vn−1

k

2△t
=

νδ2(vn
k )

(△x)2
=⇒ vn+1

k = vn−1
k + 2

ν△t

(△x)2
δ2(vn

k ).

De�nição 3.3 O método de Crank-Ni
olson para vt = νvxx é des
rito por

vn+1
k − vn

k

△t
=

ν

(△x)2
δ2(vn+1

k ) + δ2(vn
k )

2

.

Exemplo 3.6 : O esquema implí
ito de Crank-Ni
olson para o problema de difusão

Dessa forma, vt = νvxx é dis
retizado via:

vn+1
k − ν△t

2(△x)2
δ2vn+1

k = vn
k +

ν△tδ2(vn
k )

2(△x)2

e vemos que esse esquema é implí
ito de 2 estágios.

Nosso problema dis
retizado é então :

vn+1
k − r

2
δ2(vn+1

k ) = vn
k +

r

2
δ2(vn

k ) , k = 1, 2, . . . ,K;n = 0, 1, 2, . . .

v0
k = f(k△x) , k = 0, 1, 2, . . . ,K

vn
0 = an = a(n△t), vn

K = bn = b(n△t) , n = 0, 1, 2, 3, . . .

A primeira equação é então 
onsiderada em três 
asos:

(A) k = 1:

(1 + r)vn+1
1 − r

2
vn+1
2 =

r

2
an + (1 − r)vn

1 +
r

2
vn
2 +

r

2
an+1

(B) k = 2, 3, 4, . . . ,K − 2:

−r

2
vn+1

k−1 + (1 + r)vn+1
k − r

2
vn+1

k+1 =
r

2
vn

k−1 + (1 − r)vn
k +

r

2
vn

k+1.

(C) k = K − 1:

−r

2
vn+1

K−2 + (1 + r)vn+1
K−1 =

r

2
vn

K−2 + (1 − r)vn
K−1 +

r

2
bn +

r

2
bn+1

o que signi�
a que temos K−1 equações nas (K−1) variáveis vn+1
1 , vn+1

2 , . . . , vn+1
K−1.

Matri
ialmente, temos Av
n+1 = z

n onde
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A =

















1 + r −r/2 0 . . .
−r/2 1 + r −r/2 0 . . .

0 −r/2 1 + r −r/2 0 . . .
0 r/2 . . . . . . . . .

0 . . . 1 + r −r/2
. . . −r/2 1 + r

















v
n+1 =













vn+1
1

vn+1
2

. . .
vn+1

K−2

vn+1
K−1













, z
n =













r
2an + (1 − r)vn

1 + r
2vn

2 + r
2an+1

. . .
r
2vn

k−1 + (1 − r)vn
k + r

2vn
k+1

. . .
r
2vn

K−2 + (1 − r)vn
K−1 + r

2bn + r
2bn+1













A matriz A a
ima é uma matriz 
onstante (não muda de um passo para

outro) esparsa do tipo tridiagonal. Dessa forma, seu armazenamento,

fatorização e a solução de Av
n+1 = z

n podem ser feitos usando métodos

espe
ializados para esse tipo de estrutura.

De�nição 3.4 Nos 
hamados métodos (esquemas) numéri
os de passo múltiplo,

os valores nos m instantes anteriores n, n − 1, n − 2, n − m + 1 são usados na de-

terminação dos valores do (n + 1)-ésimo instante, onde m ∈ N,m > 1. Neste 
aso,

dizemos que

• o método tem m passos, ou então que

• o método tem m + 1 estágios.

Se a
ima tivermos m = 1, então temos os 
hamados métodos (esquemas) numéri
os

de passo simples ou 2 estágios.

De�nição 3.5 Um método (esquema) numéri
o é dito explí
ito se os valores no

(n + 1)-ésimo instante são determinados expli
itamente. Caso 
ontrário, o método

(esquema) numéri
o é dito ser implí
ito.

Um exemplo de esquema numéri
o explí
ito de passo simples é o apresentado no

Exemplo 5, onde os valores no (n + 1)-ésimo instante são diretamente determinados

apenas pelos valores do n-ésimo instante.

Para a equação diferen
ial ordinária y′ = f(t, y), um esquema de m passos é

yi+1 + α1yi + α2yi−1 + . . . + αmyi+1−m

h
= (45)

β0f(ti+1, yi+1) + . . . + βmf(ti+1−m, yi+1−m)

3.1 Métodos Implí
itos ou Corretores de Adams

Os esquemas implí
itos de Adams-Moulton (Corretores) são uma família de esquemas

de m passos onde

α1 = −1 , α2 = α3 = . . . = αm = 0

e os 
oe�
ientes β0, . . . , βm são determinados de maneira a maximizar a ordem do

erro de trun
amento.

A tabela 6 mostra os valores desses 
oe�
ientes para m = 1, 2, 3.

Tabela 6: Parâmetros para os esquemas Corretores de Adams

m β0 β1 β2 β3 T

1 1/2 1/2 O(h2)

2 5/12 8/12 -1/12 O(h3)

3 9/24 19/24 -5/24 1/24 O(h4)

Aqui o parâmetro de dis
retização é denotado por h. Por exemplo, o esquema


orretor de 2 passos de Adams é

yi+1 − yi

h
= β0f(ti+1, yi+1) + β1f(ti, yi) + β2f(ti−1, yi−1) .

Neste 
aso, pode-se mostrar que o erro de trun
amento é dado por:

ei,h =
yi+1 − yi

h
− β0f(ti+1, yi+1) − β1f(ti, yi) − β2f(ti−1, yi−1) =

(1− β0 − β1 − β2)y
′(ti) + (1− 2β0 + 2β2)

hy′′(ti)

2
+ (1− 3β0 − 3β2)

h2y(3)(ti)

6
+ (1−

4β0 + 4β2)
h3y(4)(ti)

24
+ +O(h4)

Dessa forma, as parâmetros β0, β1 e β2 devem satisfazer

1 − β0 − β1 − β2 = 0
1 − 2β0 + 2β2 = 0
1 − 3β0 − 3β2 = 0

o que resulta

β0 =
5

12
, β1 =

8

12
, β2 =

−1

12

.

Como 1 − 4β0 + 4β2 6= 0, o erro de trun
amento é de ordem 3.

Di�
uldade 
om esquemas de passo múltiplo: eles normalmente requerem

um número adi
ional de valores para sua ini
ialização.
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Exemplo 3.7 : en
ontrar solução numéri
a para o PVI







dy

dt
=

y

1 + tp
y(0) = 1

.

no intervalo [0, 20], para p = 1.5, usando o método Corretor de Adams de ordem 2

e h = 0.1.

Temos f(t, y) = y/(1 + t3/2), e assim







yi+1 − yi

h
=

1

2

yi

1 + t
3/2
i

+
1

2

yi+1

1 + t
3/2
i+1

, i = 0, 1, 2, . . . , n − 1

y0 = 1

.

e re-es
revemos a primeira equação:

(

1 − h

2(1 + t
3/2
i+1)

)

yi+1 =

(

1 +
h

2(1 + t
3/2
i )

)

yi

o que impli
a no esquema numéri
o











y0 = 1

yi+1 =

(

1 − h

2(1 + t
3/2
i+1)

)−1 (

1 +
h

2(1 + t
3/2
i )

)

yi , i = 0, 1, 2, . . . , n − 1

e a sequên
ia de 
omandos em S
ilab

−−> h = 0.1; t=[0:h:20℄';n = 20/h;

−−> p=1.5; y=0*t;y(1)=1;

−−> for i=1:n

−−> ti = (i-1)*h; ti1=ti+h;

−−> di = 1 + h/(2+2*ti*sqrt(ti)); ui= 1 - h/(2+2*ti1*sqrt(ti1));

−−> y(i+1) = di*y(i)/ui;

−−> end

produz a Figura 2.

3.2 Métodos Explí
itos ou Preditores de Adams

Os esquemas explí
itos de Adams-Bashforth (Preditores) são uma família de esque-

mas de m passos onde

α1 = −1 , α2 = α3 = . . . = αm = 0
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Figura 2: Solução numéri
a do exemplo 3.7 via esquema 
orretor de ordem 2.

Tabela 7: Parâmetros para os esquemas Previsores de Adams

m β0 β1 β2 β3 β4 T

1 0 1 O(h)

2 0 3/2 -1/2 O(h2)

3 0 23/12 -16/12 5/12 O(h3)

4 0 55/24 -59/24 37/24 -9/24 O(h4)

e os 
oe�
ientes β0, . . . , βm são determinados de maneira a maximizar a ordem do

erro de trun
amento sob a restrição β0 = 0.

A Tabela 7 mostra os valores desses 
oe�
ientes para m = 1, 2, 3, 4.

Exemplo 3.8 : en
ontrar solução numéri
a para o PVI







dy

dt
=

cos(t)

t + y2

y(1) = 1/2

.

no intervalo [1, 10], usando o método Previsor de ordem 3 de Adams e h = 0.1.

Temos f(t, y) = cos(t)/(t + y2), e assim
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





































yi+1 − yi

h
=

23

12

cos(ti)

ti + y2
i

− 16

12

cos(ti−1)

ti−1 + y2
i−1

+
5

12

cos(ti−2)

ti−2 + y2
i−2

, i = 2, . . . , n − 1

y2 − y0

2h
=

cos(t1)

t1 + y2
1

y1 − y0

h
=

cos(t0)

t0 + y2
0

y0 = 1/2

.

e re-es
revemos a primeira equação:
yi+1 = yi +

23h

12

cos(ti)

ti + y2
i

− 16h

12

cos(ti−1)

ti−1 + y2
i−1

+
5h

12

cos(ti−2)

ti−2 + y2
i−2

o que impli
a no esquema numéri
o























y0 = 1/2
y1 = y0 + h cos(t0)/(t0 + y2

0)
y2 = y0 + 2h cos(t1)/(t1 + y2

1)

yi+1 = yi +
23h

12

cos(ti)

ti + y2
i

− 16h

12

cos(ti−1)

ti−1 + y2
i−1

+
5h

12

cos(ti−2)

ti−2 + y2
i−2

, i = 2, . . . , n − 1

A sequên
ia de 
omandos em S
ilab

−−> h = 0.1; t=[1:h:10℄';n = (10-1)/h;

−−> y=0*t;y(1)=0.5;

−−> fun
tion u=f(t,y)

−−> u = 
os(t)/(t + y*y); endfun
tion

−−> y(2) = y(1) + h*f(t(1),y(1));

−−> y(3) = y(1) + 2*h*f(t(2),y(2));

−−> for i=3:n

−−> y(i+1)= y(i) + 23*h*f(t(i),y(i))/12 - 16*h*f(t(i-1),y(i-1))/12 +

−−> 5*h*f(t(i-2),y(i-2))/12;

−−> end

−−> plot2d(x,y,-1)

produzem a Figura 3.

3.3 Métodos Preditor-
orretor de Adams

Esses métodos são 
ombinações dos métodos explí
itos (preditores) e ímpli
itos (
or-

retores) de Adams.

Estratégia: primeiramente, apli
amos o esquema previsor para obter uma aproxi-

mação yp de yi+1, após, usamos yp no lugar de yi+1 no lado re
orrente da equação.

yi
P−→ yp C−→ yi+1
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Figura 3: Solução numéri
a do exemplo 3.8 via esquema previsor de ordem 3.

Exemplo 3.9 : Resolver numeri
amente o PVI

{

dy/dt = y(4 − y)
y(0) = 1/10

no intervalo [0, 5], usando o método Preditor-
orretor de Adams de ordem 2, e N =
20.

Propomos o esquema numéri
o

y0 = 0.1 , y1 = y0 + △ty0(4 − y0)










yp = yi +
3△tyi(4 − yi)

2
− △tyi−1(4 − yi−1)

2

yi+1 = yi +
△typ(4 − yp)

2
+

△tyi(4 − yi)

2

para i = 1, 2, 3, . . . , N − 1

A sequên
ia de 
omandos em S
ilab

−−> N = 20; h = (5-0)/N;

−−> t=[0:h:5℄';
−−> fun
tion u=f(t,y)

−−> u = y*(4-y);endfun
tion

−−> y=0*t; y(1) = 0.1; y(2) = y(1) + h*f( t(1), y(1) );

−−> for i=2:N

−−> yp = y(i) + 3*h*f(t(i),y(i))/2 - h*f(t(i-1),y(i-1))/2;
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−−> y(i+1)=y(i) + h*f(t(i+1),yp)/2 + h*f(t(i),y(i))/2;

−−> end
−−> ye=4*ones(t)./(ones(t) + 39*exp(-4*t));

−−> [t y ye℄

−−> plot2d([t t℄,[y ye℄,[-2 1℄)

produz a Tabela 8 e a Figura 4, que mostra o resultado da avaliação desse esquema

numéri
o:
Tabela 8: Apli
ação do esquema Previsor-Corretor de Adams

ti yi exata ti yi exata

0. 0.1 0.1 2.75 4.0133827 3.9973962

0.25 0.1975 0.2606322 3. 4.0036113 3.9990417

0.5 0.4834080 0.6371379 3.25 3.9993494 3.9996474

0.75 1.0775639 1.35976 3.5 3.9986079 3.9998703

1. 1.9709386 2.3333004 3.75 3.9991186 3.9999523

1.25 2.8258465 3.1676145 4. 3.9996869 3.9999824

1.5 3.4324052 3.6474009 4.25 3.9999855 3.9999935

1.75 3.7938897 3.8626317 4.5 4.0000674 3.9999976

2. 3.9667782 3.9483437 4.75 4.0000542 3.9999991

2.25 4.0231938 3.9808403 5. 4.0000238 3.9999997

2.5 4.0255656 3.9929301

Introdução 3.2 : Métodos de Runge-Kutta para solução de EDO de primeira or-

dem
Estes são provavelmente os métodos de alta-ordem mais fá
eis de programar. São

métodos de passo simples que, ao 
ontrário dos métodos de passo múltiplo, são auto-

ini
ializáveis e não enfrentam di�
uldade ao variarmos o passo h. Por outro lado,

métodos de Runge-Kutta requerem muitas avaliações da função f por passo.

• Métodos de Runge-Kutta

Esquema 
lássi
o de Runge-Kutta de quarta ordem:

k1 = f(tn, yn)

k2 = f
(

tn + h
2 , yn + hk1

2

)

k3 = f
(

tn + h
2 , yn + hk2

2

)

k4 = f (tn + h, yn + kk3)

yn+1 = yn +
h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

6

0 1 2 3 4 5
0.1

0.5

0.9

1.3

1.7

2.1

2.5

2.9

3.3

3.7

4.1

×

×

×

×

×

×

×

×

× × × × × × × × × × × × ×

Figura 4: Solução numéri
a do exemplo 3.9 via esquema previsor-
orretor de ordem

2 de Adams.

• Método RKF45

O método de Runge-Kutta-Fehlberg para solução numéri
a de

dy

dt
= f(t, y)

possui um erro de trun
amento de quarta ordem, além de forne
er uma estimativa

de quinta ordem desse erro de trun
amento.

Novamente o parâmetro de dis
retização é denotado por h.
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k1 = hf (tn, yn)

k2 = hf

(

tn +
h

4
, yn +

k1

4

)

k3 = hf

(

tn +
3h

8
, yn +

3k1

32
+

9k2

32

)

k4 = hf

(

tn +
12h

13
, yn +

1932k1

2197
− 7200k2

2197
+

7296k3

2197

)

k5 = hf

(

tn + h, yn +
439k1

216
− 8k2 +

3680k3

513
− 845k4

4104

)

k6 = hf

(

tn +
h

2
, yn − 8k1

27
+ 2k2 −

3544k3

2565
+

1859k4

4104
− 11k5

40

)

yn+1 = yn +
25k1

216
+

1408k3

2565
+

2197k4

4104
− k5

5

en =
1

h

∣

∣

∣

∣

k1

360
− 128k3

4275
− 2197k4

75240
+

k5

50
+

2k6

55

∣

∣

∣

∣

4 Métodos de dis
retização par
ial; o

Método das Linhas

Os métodos numéri
os vistos anteriormente são de dis
retização total, pois tanto

as variáveis de espaço (x) quanto a variável temporal (t) são dis
retizadas.

Introdução 4.1 : Método das Linhas.

O Método das Linhas é um método de dis
retização par
ial, onde apenas as

variáveis espaçiais são dis
retizadas. Essa estratégia, dá origem a um sistema de

equações diferen
iais ordinárias na variável t. Esse sistema de equações é então

resolvido usando-se métodos 
lássi
os disponíveis na literatura.

Exemplo 4.1 : Método das Linhas para o problema de difusão

Após a dis
retização

xk = k△x , vk(t) = v(xk, t) ; k = 0, 1, 2, . . . ,K

e a es
olha de uma aproximação de diferenças �nitas para a derivada par
ial vxx, a

equação par
ial vt = νvxx es
reve-se

dvk

dt
= f(vk, xk, t) .

Se a derivada par
ial vxx for aproximada pela diferença

vk+1(t) − 2vk(t) + vk−1(t)

(△x)2
=

δ2(vk)

(△x)2

então temos

f(vk, xk, t) =
δ2(vk)

(△x)2

.

co
nd

ic
ao

 d
e 

co
nt

or
no

condicao de contorno
t

x

condicao inicial

sistema de edo’s

1

Assim, temos os sistema de equações diferen
iais ordinárias

d

dt













v1

v2

. . .
vK−2

vK−1













=













ρ(v2 − 2v1) + ρa(t)
ρ(v3 − 2v2 + v1)
. . .
ρ(vK−1 − 2vK−2 + vK−3)
ρ(−2vK−1 + vK−3) + ρb(t).














om a 
ondição ini
ial
v1(0) = f(△x)
v2(0) = f(2△x)
. . .
vK−1(0) = f((K − 1)△x).
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Implementação do Método das Linhas: Vários métodos 
lássi
os para

solução de sistemas de equações y′ = f(y, t) podem ser usados.

Entre eles:

• Método de Euler, Trapézio

• Métodos de Adams-Moulton e Adams-Bashforth

• Métodos Preditor-Corretor de Adams

• Método de Runge-Kutta, Runge-Kutta-Fehlberg
chamar FCN para entrar

as condicoes iniciais

INCREMENTAR

calcular solucao EXATA

e calcular dif NUM−EXATA

chamar rotina integracao

ERRO EM RKF45 ???
N A O

n = numero de EDO’s
inicializacao parametros

IMPRIMIR solucao

TOUT = T_FINAL ???

TOUT <−− T_INICIAL

TOUT <−− TOUT + TP

RKF45(FCN,TOUT,T(*)...

Exemplo 4.2 : Implementação do Método das Linhas para problema de difusão .

Considere o problema de 
ondições de 
ontorno

vt = νvxx , x ∈ (0, 1) , t > 0
v(x, 0) = f(x) , x ∈ [0, 1]
v(0, t) = a(t) , v(1, t) = b(t), t ≥ 0

onde f(x) = 3sen(2πx) e a(t) = b(t) = 0.

O Método das Linhas é então apli
ado e o sistema de equações diferen
iais or-

dinárias é resolvido usando o método preditor-
orretor de segunda ordem de Adams:

yp = yn +
3hf(tn, yn)

2
+

hf(tn−1, yn−1)

2

yn+1 = yn +
hf(tn+1, y

p)

2
+

hf(tn, yn)

2

.

A solução numéri
a em Matlab, para N = K = 8, △x = △t = 0.125, é mostrada

abaixo
0

0.2
0.4

0.6
0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
−3

−2

−1

0

1

2

3

variavel x

Solucao Numerica para Exemplo 3.2

variavel t

so
lu

ca
o 

nu
m

er
ic

a

5 Revisão de pré-requisitos

5.1 Revisão de análise real e fun
ional

Em espaços de dimensão �nita, usaremos as normas
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‖u‖2 =

√

√

√

√

N
∑

k=1

|uk|2 , ‖u‖2,△x =

√

√

√

√

N
∑

k=1

|uk|2△x , ‖u‖∞ = max
1≤k≤N

|uk|

Em espaços de sequên
ias in�nito-dimensionais, 
omo os espaços ℓp:

ℓp =







u = (. . . ,−u−1, u0, u1, . . .) :

(

∞
∑

k=−∞

|uk|p
)1/p

< ∞








om norma

‖u‖p =

(

∞
∑

k=−∞

|uk|p
)1/p

e em parti
ular, quando p = 2,

ℓ2 =

{

u = (. . . , u−1, u0, u1, . . .) :

∞
∑

k=−∞

|uk|2 < ∞
}

‖u‖2 =

√

√

√

√

∞
∑

k=−∞

|uk|2

e norma-energia

‖u‖2,△x =

√

√

√

√

∞
∑

k=−∞

|uk|2△x .

Quando p = ∞ temos os espaço das sequên
ias limitadas

ℓ∞ =

{

u = (. . . , u−1, u0, u1, . . .) : sup
−∞≤k≤∞

|uk| < ∞
}


om norma

‖u‖∞ = sup
−∞≤k∞

|uk|.

Além disso, no 
ontexto de transformadas integrais usaremos o espaço de funções


omplexas

L2(R) =

{

v : R → C :

∫

R

|v(x)|2dx < ∞
}

de funções de quadrado integrável a Lebesgue, e norma

‖v‖2 =

√

∫

R

|v(x)|2dx .

Para vetores ou sequên
ias bi-indexadas em R
N×N

‖{ujk}‖2,△x =

√

√

√

√

Nx
∑

j=1

Ny
∑

k=1

|ujk|2△x△y

‖{ujk}‖2,△x =

√

√

√

√

∞
∑

j=−∞

∞
∑

k=−∞

|ujk|2△x△y

e para o espaço L2(R) bi-dimensional

‖v‖2 =

√

∫

R×R

|v(x, y)|2dxdy .

Para sequên
ias de vetores

u = (..., u−1, u0, u1, . . .) , uj ∈ R
k ou C

k

‖u‖2,△x =

√

√

√

√

∞
∑

j=−∞

‖uj‖2△x

e para funções vetoriais v : R → C
N :

‖v‖2 =

√

∫

R

‖v(x)‖2
2dx .

5.2 Revisão de álgebra matri
ial

Operadores A : X → X, onde X é um espaço linear 
om norma ‖ · ‖.

Exemplo: X tem dimensão �nita e A é um operador linear





x1

x2

x3





A−→





x1 − 2x2 + x3

x1 + x3

x2 − x3






om representação matri
ial
A =





1 −2 1
1 0 1
0 1 −1




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onde toleraremos o abuso de notação : A(x) = Ax.

A norma de A induzida por ‖ · ‖ é:

‖A‖ = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖.

Lema 5.1 Se A é uma matriz N ×N hermitiana (A = A∗) então a norma espe
-

tral é de�nida por

‖A‖2 = σ(A)

onde σ(A) é o raio espe
tral de A, de�nido por

σ(A) = max{|λ| : ∃x ∈ C
N , Ax = λx}.

De�nição 5.1 Os valores singulares de uma matriz A são as raízes quadradas dos

autovalores de AT A.

De�nição 5.2 Se A é uma matriz 
omplexa qualquer então de�nimos

‖A‖2 =
√

σ(A∗A).

Assim, se A é uma matriz real qualquer

‖A‖2 =
√

σ(AT A).

Dessa forma, a norma espe
tral de uma matriz real A é determinada pelo seu maior

valor singular.

Como o 
ál
ulo dessa norma requer 
omputação pesada, algumas alternativas podem

ser 
onsideradas.

1. Matrizes espe
iais. Algumas matrizes tem autovalores e autovetores 
on-

he
idos analiti
amente, o que fa
ilita bastante a análise numéri
a. Considere

T =









b c . . .
a b c . . .

. . . . . .

. . . a b









de dimensão N × N . Os autovalores e 
orrespondentes autovetores são :

λj = b + 2c

√

a

c
cos

(

jπ

N + 1

)

uj(k) = 2

(
√

a

c

)k

sen

(

kjπ

N + 1

)

, k = 1, . . . , N

para j = 1, 2, . . . , N .

2. Normas Matri
iais Equivalentes. Para vetores de n 
omponentes, uma


onsequên
ia da de�nição das normas vetoriais ‖ · ‖p é

•‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤
√

n‖x‖2

•‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√

n‖x‖∞
•‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞

Uma 
onsequên
ia direta para estimação da norma matri
ial ‖A‖2 (norma espe
-

tral) são as fórmulas

• 1√
n
‖A‖∞ ≤ ‖A‖2 ≤

√
n‖A‖∞

•‖A‖2 ≤ ‖A‖F ≤
√

n‖A‖2

•‖A‖2 ≤
√

‖A‖1‖A‖∞

onde ‖A‖F é a 
hamada norma Frobenius de A, de�nida por

‖A‖F =

√

√

√

√

n
∑

i=1

n
∑

j=1

|aij |2

e que veri�
a ‖A‖2
F = tr(AT A) (traço matri
ial).

6 A noção de estabilidade de um esquema

numéri
o

Um esquema de valor ini
ial é estável: pequenos erros nas 
ondições

ini
iais 
orrespondem a pequenos erros na solução

De�nição 6.1 Um esquema de passo simples

u
n+1 = Qu

n , n ≥ 0

é estável 
om respeito à norma ‖ · ‖ se existem 
onstantes positivas △x0 e △t0 e


onstantes não negativas K e β tais que

‖un+1‖ ≤ Keβt‖u0‖, n = 0, 1, 2, . . .

para 0 ≤ t = (n + 1)△t , 0 < △x ≤ △x0 e 0 < △t ≤ △t0.
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Lema 6.1 O esquema a
ima é estável 
om respeito à norma ‖ · ‖ se e somente se

existem 
onstantes K e β tais que

‖Qn+1‖ ≤ Keβt, n = 0, 1, 2, . . .

para 0 ≤ t = (n + 1)△t , 0 < △x ≤ △x0 e 0 < △t ≤ △t0.

Demonstração :

⇐ Supomos que ‖Qn+1‖ ≤ Keβt, n = 0, 1, . . .. Então

un+1 = Qun = Q2un−1 = . . . = Qn+1u0

e assim

‖un+1‖ = ‖Qn+1u0‖ ≤ ‖Qn+1‖‖u0‖ ≤ Keβt‖u0‖

e então o esquema numéri
o é estável na norma ‖ · ‖.
⇒ Supomos que o esquema numéri
o é estável na norma ‖ · ‖. Então existem


onstantes K e β tais que ‖un+1‖ ≤ Keβt‖u0‖ , n = 0, 1, 2, . . .. Por de�nição

‖Qn+1‖ = sup
‖u‖≤1

‖Qn+1u‖ = sup
‖u‖≤1

Keβt‖u‖ ≤ Keβt


omo queríamos mostrar.

Exemplo 6.1 : estabilidade do esquema de Euler para equação de difusão .

Considere o esquema numéri
o

un+1
k = (1 − 2r)un

k + r(un
k+1 + un

k−1)

para a solução de vt = νvxx. Mostraremos que esse esquema é 
ondi
ionalmente

estável 
om relação à norma do supremo.

Observamos que se 1 − 2r ≥ 0 então

|un+1
k | ≤ (1 − 2r)|un

k | + r|un
k+1| + r|un

k−1| ≤ (1 − 2r + r + r)‖un‖∞

e assim, tomando o supremo para 0 ≤ k ≤ ∞:

‖un+1‖∞ ≤ ‖un‖∞ , n = 0, 1, 2, . . ..

o que impli
a ‖un+1‖ ≤ ‖u0‖, n = 0, 1, 2, . . ..

Dessa forma, se 0 ≤ r ≤ 1/2, a 
ondição de estabilidade é satisfeita para K =
1, β = 0.

Exemplo 6.2 : estabilidade do esquema de Euler para vt + avx = 0

Considere a equação de onda unidimensional

vt + avx = 0 , x > 0 , t > 0


om 
ondição de 
ontorno v(0, t) = g(t) e 
ondição ini
ial v(x, 0) = f(x).

O esquema de Euler para essa equação é

vn+1
k − vn

k

△t
+ a

vn
k+1 − vn

k

△x
= 0

e assim temos

vn
0 = g(tn), n = 0, 1, 2, . . .

v0
k = f(xk), k = 0, 1, 2, . . .

vn+1
k = (1 + R)vn

k − Rvn
k+1, k = 0, 1, 2, . . ., n = 0, 1, 2, . . .

onde R = a△t/△x.

Observamos que

∞
∑

k=−∞

|vn+1
k |2 =

∞
∑

k=−∞

|(1 + R)vn
k − rvn

k+1|2

∞
∑

k=−∞

|vn+1
k |2 ≤

∞
∑

k=−∞

{

|1 + R|2|vn
k |2 + 2|1 + R||R||vn

k ||vn
k+1| + |R|2|vn

k+1|2
}

∞
∑

k=−∞

|vn+1
k |2 ≤

∞
∑

k=−∞

{

|1 + R|2|vn
k |2 + 2|1 + R||R|

(

|vn
k |2 + |vn

k+1|2
)

+ |R|2|vn
k+1|2

}

∞
∑

k=−∞

|vn+1
k |2 ≤

∞
∑

k=−∞

(

|1 + R|2 + 2|1 + R||R| + |R|2
)

|vn
k |2

∞
∑

k=−∞

|vn+1
k |2 ≤ (|1 + R| + |R|)2

∞
∑

k=−∞

|vn
k |2

e dessa forma, na norma ℓ2 temos

‖un+1‖2 ≤ K1‖un‖2, onde K1 = |1 + R| + |R|

e assim

‖un+1‖2 ≤ Kn+1
1 ‖u0‖2, n = 0, 1, 2, . . ..

Dessa forma, o esquema é estável na norma ℓ2 se e somente se existe uma 
onstante

K tal que

(|1 + R| + |R|)n+1 ≤ K
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o que somente é possível (K = 1) se |1 + R| + |R| ≤ 1 .

Con
lusões : 
om relação à norma ℓ2,

• se R > 0 então |1 + R| + |R| > 1 e o esquema é in
ondi
ionalmente instável;

• se R < 0 então o sistema é estável se e somente se |1 + R| ≤ 1 + R; ou seja

1 + R < 0 → −1 ≤ R < 0 (
ondi
ionalmente estável).

Introdução 6.1 : Critérios para análise numéri
a da estabilidade

Três modalidades de análise numéri
a da estabilidade serão dis
utidas nesta dis-


iplina:

• Análise de Fourier;

• Análise de Von Neumann;

• Análise espe
tral;

De�nição 6.2 A transformada dis
reta de Fourier de uma sequên
ia u ∈ ℓ2 é a

função û ∈ L2[−π, π] de�nida por

û(ξ) =
1√
2π

∞
∑

m=−∞

e−imξum

para ξ ∈ [−π, π].

Lema 6.2 Se u ∈ ℓ2 e û é a transformada dis
reta de Fourier de u, então

(a) (Transformada Inversa)

um =
1√
2π

∫ π

−π

eimξû(ξ)dξ.

(b) (Identidade de Parseval)

‖û‖2 = ‖u‖2

Prova: (a)

1√
2π

∫ π

−pi

eikξû(ξ)dξ =
1√
2π

eikξ 1√
2π

∞
∑

m=−∞

e−imξumdξ =

1

2π

∞
∑

m=−∞

um

∫ π

−π

ei(k−m)ξdξ

e assim

1√
2π

∫ π

−π

eikξû(ξ)dξ =
1

2π

∞
∑

m=−∞

um(2πδkm) = uk.

(b) Temos

‖û‖2
2 =

∫ π

−π

|û(ξ)|2dξ =

∫ π

−π

û(ξ)
1√
2π

∞
∑

m=−∞

e−imξumdξ =

1√
2π

∞
∑

m=−∞

um

∫ π

−π

e−imξû(ξ)dξ

e dessa forma

‖û‖2
2 =

∞
∑

m=−∞

um
1√
2π

∫ π

−π

eimξû(ξ)dξ =

∞
∑

m=−∞

umum = ‖u‖2
2.

Lema 6.3 : Estratégia para Análise de Fourier

A sequên
ia {un} é estável em ℓ2,△x se e somente se a sequên
ia {ûn} é estável

em L2([−π, π]).

Exemplo 6.3 : análise de Fourier do esquema de Euler para equação de difusão

Consideramos

un+1
k = run

k−1 + (1 − 2r)un
k + run

k+1 , −∞ < k < ∞

onde r = ν△t/(△x)2, e apli
amos a Transformada Dis
reta de Fourier

ûn+1 =
1√
2π

∞
∑

k=−∞

e−ikξ
(

run
k−1 + (1 − 2r)un

k + run
k+1

)

=

1√
2π

∞
∑

k=−∞

[

re−i(k+1)ξ + (1 − 2r) exp−ikξ +re−i(k−1)ξ
]

un
k

e assim

ûn+1(ξ) =
[

re−iξ + (1 − 2r) + reiξ
]

ûn(ξ)

e então

ûn+1(ξ) = (2r cos(ξ) + (1 − 2r)) ûn(ξ) =
(

1 − 4rsen2(ξ/2)
)

ûn(ξ) .

Dessa forma, o esquema de Euler para vt = νvxx é estável na norma energia em

ℓ2,△x se e somente se
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∣

∣1 − 4rsen2(ξ/2)
∣

∣ ≤ 1.

Temos então

−1 ≤ 1 − 4rsen2(ξ/2) ⇔ sen2(ξ/2) ≤ 2/r ∀ξ ∈ [−π, π].

Assim, uma 
ondição ne
essária e su�
iente para a estabilidade é 0 < r ≤ 1/2.

De�nição 6.3 A quantidade ρ em ûn+1(ξ) = ρun+1(ξ) é 
hamada de símbolo do

esquema numéri
o 
orrespondente. Assumiremos que ρ é uma função 
ontínua de

ξ. Muitas vezes assumiremos que ρ(ξ) é derivável ou mesmo duas vezes derivável.

Exemplo 6.4 : análise de Fourier do esquema de Euler para vt + avx = 0

Considere o esquema de Euler para vt + avx = 0, a < 0:

un+1
k = (1 + R)un

k − Run
k+1, k = 0,±1,±2, . . .

onde R = a△t/△x.

Apli
ando a TDF temos

ûn+1(ξ) = (1 + R)ûn(ξ) − Reiξûn(ξ)

e assim ρ(ξ) = 1 + R − R cos(ξ) − iRsen(ξ).

Como ρ(ξ) é 
omplexo:

|ρ(ξ)|2 = (1 + R)2 − 2R(1 + R) cos(ξ) + R2.

O valores máximo e mínimo da expressão à direita 
orrespondem a ξ = ±π e ξ = 0.

Como R < 0, temos

|1 + 2R| ≤ |ρ(ξ)| ≤ |1|

e então

−1 ≤ 1 + 2R ⇒ −1 ≤ R < 0

é a 
ondição para estabilidade do esquema numéri
o.

Exemplo 6.5 : estabilidade do esquema de Crank-Ni
olson para equação de difusão

Considere o esquema implí
ito de Crank-Ni
olson para vt = νvxx:

−r

2
un+1

k+1 + (1 + r)un+1
k − r

2
un+1

k+1 =
r

2
un

k−1 + (1 − r)un
k +

r

2
un

k+1 , k = 0, 1, 2, . . .

Apli
ando a TDF,

−r

2
e−iξûn+1 + (1 + r)ûn+1 − r

2
eiξûn+1 =

r

2
e−iξûn + (1 − r)ûn +

r

2
eiξûn

e então

[

−r

2

(

e−iξ + eiξ
)

+ 1 + r
]

ûn+1 =
[r

2

(

e−iξ + eiξ
)

+ 1 − r
]

ûn

(−r cos(ξ)1 + r) ûn+1 = (r cos(ξ) + 1 − r) ûn
(

1 + 2rsen2(ξ/2)
)

ûn+1 =
(

1 − 2rsen2(ξ/2)
)

ûn

e temos

ρ(ξ) =
1 − 2rsen2(ξ/2)

1 + 2rsen2(ξ/2)

.

Assim, 
omo r > 0,

|ρ(ξ)| ≤ |1| + |2rsen2(ξ/2)|
1 + 2rsen2(ξ/2)

≤ 1 + 2rsen2(ξ/2)

1 + 2rsen2(ξ/2)
= 1

e esse esquema numéri
o é in
ondi
ionalmente estável na norma ℓ2,△x.

Lema 6.4 : 
ondição de von Neumann para estabilidade usando TDF

O esquema de diferenças un+1 = Qun é estável 
om respeito à norma energia se

e somente se existem 
onstantes positivas △t0, △x0 e C tais que

|ρ(ξ)| ≤ 1 + C△t

para 0 < △t ≤ △t0, 0 < △x ≤ △x0 e todo ξ ∈ [−π, π].

Demonstração :

⇐ Lembramos |ρ(ξ)| ≤ 1 + C△t ≤ eC△t, e então

|ρ(ξ)|n+1 ≤ e(n+1)C△t.

Dessa forma

|ρ(ξ)|n+1|2 |û0(ξ)|2 ≤
(

e(n+1)C△t
)2

|û0(ξ)|2

=⇒
∫ π

−π

|ûn+1(ξ)|2dξ ≤
∫ π

−π

e2(n+1)C△t |û0(ξ)|2dξ

=⇒ ‖ûn+1(ξ)‖ ≤ e(n+1)C△t ‖û0(ξ)‖

e o esquema numéri
o é estável na norma ℓ2. Para a norma energia, temos

‖un+1‖2,△x =
√

△x‖un+1‖2 =
√

△x‖ûn+1‖2 ≤
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√

△xeb(n+1)△t‖û0‖2 =
√

△xeb(n+1)△t‖u0‖2 = eb(n+1)△t‖u0‖2,△x

e a estabilidade também segue para a norma energia.

⇒ Omitida. Prova por 
ontradição em J. Thomas.

Exemplo 6.6 : estabilidade do esquema de Euler para vt = νvxx + bv

Considere o esquema de Euler

un+1
k = run

k−1 + (1 − 2r + b△t)un
k + run

k+1, k = ±1,±2, . . .

para a solução de vt = vxx + νvxx + bv, b > 0.

Tomando a transformada de Fourier

ûn+1 = re−ξiûn + (1 − 2r + b△t)ûn + reξiûn

ûn+1 = (1 − 2r + b△t + 2r cos(ξ)) ûn

e assim o símbolo ρ(ξ) satisfaz

ρ(ξ) =
(

1 − 4rsen 2(ξ/2)
)

+ b△t .

Dessa forma, se r < 1/2 temos

|ρ(ξ)| ≤ 1 + b△t ≤ eb△t

e assim essa esquema numéri
o é 
ondi
ionalmente estável na norma energia, 
om


ondição r < 1/2.

Exemplo 6.7 : Estabilidade de esquemas de passo duplo

Considere o esquema de Leapfrog para vt = νvxx:

un+1
k − 2r(un

k−1 − 2un
k + un

k+1) − un−1
k = 0

Apli
ando a TDF

ûn+1 − 2r(eiξ − 2 + e−iξ)ûn − ûn−1 = 0
ûn+1 + 4r(1 − cos(ξ))ûn − ûn−1 = 0
ûn+1 + 8r sin2(ξ/2)ûn − ûn−1 = 0.

Dessa vez, as soluções ûn veri�
arão

‖un‖ ≤ eβt‖u0‖

se e somente se as raízes λ1 e λ2 da equação 
ara
terísti
a

λ2 + 8r sin2(ξ/2)λ − 1 = 0

satisfazerem:

• λ1 6= λ2 , |λ1| ≤ 1 + C1△t e |λ2| ≤ 1 + C2△t;

• λ1 = λ2 e |λ1| = |λ2| < 1.

Entretanto, da equação 
ara
terísti
a 
on
luímos λ1λ2 = −1 o que impossibilita a

segunda alternativa a
ima. Além disso, seu dis
riminante é

△ = 64r2 sin4(ξ/2) − 4(1)(−1) ≥ 4

e sempre teremos duas raízes reais distintas

λ1 =
√

16r2sen 4(ξ/2) + 1 − 4rsen 2(ξ/2)

λ2 = −
√

16r2sen 4(ξ/2) + 1 − 4rsen 2(ξ/2)

que satisfazem |λ1||λ2| = 1.

Após estudo dos sinais das derivadas da função p(u) =
√

1 + u2 − u 
on
luímos

que essa função é monótona de
res
ente e então 0 < p(u) ≤ p(0) = 1 . Assim segue

|λ1| ≤ 1.

Após estudo dos sinais das derivadas da função q(u) = −
√

1 + u2 − u 
on
luímos

q′′(u) < 0, ou seja, a função é 
�n
ava para baixo. Então q(u) ≤ q(0) + q′(0)u e

segue

|λ2| ≥ 1 + 4r sin2(ξ/2)

e a estimativa |λ2| ≤ 1 + C△t não pode valer.

Dessa forma, 
on
luímos que esse esquema é in
ondi
ionalmente instável.

Introdução 6.2 : Análise de von Neumann

A estabilidade de um esquema numéri
o de passo simples é estudada usando har-

m�ni
os dis
retos de Fourier; para tal, substituímos

un
k = ǫneijkπ△x

e restringimos os parâmetros de tal forma que |ǫ| ≤ 1.

Exemplo 6.8 : Análise de von Neumann para o esquema de Euler para vt = νvxx

Considere un+1
k = run

k−1 + (1 − 2r)un
k + run

k+1.

Temos

ǫn+1eijkπ△x = ǫneijkπ△x(re−ijkπ△x + (1 − 2r) + reijkπ△x)

⇒ ǫ = 1 − 2r(1 − cos(jπ△x)) = 1 − 4r sin2
(

jπ△x
2

)
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e então o esquema é estável se e somente |ǫ| ≤ 1, ou seja r ≤ 1/2.

Introdução 6.3 : Análise Espe
tral

No 
ontexto de um esquema numéri
o de passo simples é o estabele
imento de esti-

mativas sobre os autovalores da matriz un+1 = Qun, n = 0, 1, 2, . . ., a ferramenta da

análise espe
tral Q, e 
onsequentemente sobre sua norma induzida.

Relembramos o lema (6.1):

Lema: Um esquema numéri
o de passo simples un+1 = Qun, n = 0, 1, 2, . . . é estável


om respeito à norma ‖ · ‖ se e somente se existem 
onstantes K e β tais que

‖Qn+1‖ ≤ Keβt, n = 0, 1, 2, . . .

para 0 ≤ t = (n + 1)△t , 0 < △x ≤ △x0 e 0 < △t ≤ △t0.

Lema 6.5 (Teorema dos Dis
os de Gers
hgorin)

Seja Q = (qij) uma matriz L × L e seja

ρs =
∑

j=1;j 6=s

|qsj |

a soma dos valores absolutos dos elementos da s−ésima linha que estão fora da

diagonal prin
ipal. Então para 
ada autovalor λ de Q existe um s tal que
|λ − qss| ≤ ρs.

Prova: Omitida.

Lema 6.6 Se A é uma matriz N × N então

‖A‖2 =
√

σ(AT A) ≥ max{|λ| : ∃x ∈ C
N , Ax = λx}.

Se A é hermitiana, então a igualdade se veri�
a.

Exemplo 6.9 : Análise espe
tral do esquema de Crank-Ni
olson para vt = νvxx

O esquema de Crank-Ni
olson para vt = νvxx es
reve-se

Aun+1 = Bun, n = 0, 1, 2, . . .

onde

A =

















1 + r −r/2 0 . . .
−r/2 1 + r −r/2 0 . . .

0 −r/2 1 + r −r/2 0 . . .
0 r/2 . . . . . . . . .

0 . . . 1 + r −r/2
. . . −r/2 1 + r

















B =

















1 − r r/2 0 . . .
r/2 1 − r r/2 0 . . .

0 r/2 1 − r r/2 0 . . .
0 r/2 . . . . . . . . .

0 . . . 1 − r r/2
. . . r/2 1 − r

















e desse forma temos que estimar a norma espe
tral da matriz Q = A−1B. Observa-

mos que B = 2I −A e então Q = 2A−1 − I. Isso impli
a que Q é simétri
a, e então

‖Q‖2 = σ(Q) (raio espe
tral).

Dessa forma, autovalores µ e λ das matrizes Q e A se rela
ionam por

µ =
2

λ
− 1.

Pelo Teorema dos Dis
os de Gers
hgorin, temos

|λ − (1 + r)| ≤ r

e assim 1 ≤ λ ≤ 1 + 2r. Finalmente,

λ ≥ 1 ⇒ 0 <
1

λ
≤ 1 ⇒ −1 < µ =

2

λ
− 1 ≤ 1

e dessa forma 0 < σ(Q) = ‖Q‖2 ≤ 1 e o esquema numéri
o é in
ondi
ionalmente

estável.

Exemplo 6.10 : Análise espe
tral do esquema de Euler para vt + avx = 0

Considere novamente o esquema numéri
o

un+1
k = (1 + R)un

k − Run
k+1, k = 0, 1, 2, . . . ,K − 1

un+1
K = 0, u0

k = f(k△x), k = 0, 1, 2, . . . ,K.

No formato matri
ial, temos un+1 = Qun, n = 0, 1, 2, . . . onde u0 é determinado da


ondição ini
ial e
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Q =













1 + R −R 0 . . .
0 1 + R −R 0

. . . . . . . . .
. . . 0 1 + R −R

. . . 0 1 + R













Como Q é triangular superior, todos os seus autovalores µ serão iguais a 1 + R, e

então σ(Q) = |1 + R|.

Como Q não é simétri
a, temos em geral σ(Q) ≤ ‖Q‖2, e a restrição

σ(Q) = |1 + R| ≤ 1

nos dará apenas uma 
ondição ne
essária para a estabilidade. De fato, temos −1 ≤
1 + R ≤ 1 ⇒ −2 ≤ R ≤ 0.

Pela Análise de Fourier, já havíamos 
on
luido que uma 
ondição ne
essária e

su�
iente para a estabilidade é −1 ≤ R ≤ 0.

7 Convergên
ia e o teorema de Lax.

De�nição 7.1 Um esquema numéri
o de diferenças �nitas Ln
kun

k = gn
k que aprox-

ima uma equação diferen
ial par
ial Lu = g é pontualmente 
onvergente se para

todo x e t

un
k → u(x, t)

ao △x → 0,△t → 0 e (k△x, (n + 1)△t) → (x, t).

De�nição 7.2 Um esquema numéri
o de diferenças �nitas Ln
kun

k = gn
k que aprox-

ima uma equação diferen
ial par
ial Lu = g é 
onvergente se para todo t

‖(uk)n − u(xk, t)‖ → 0

ao △x → 0 e △t → 0.

Lema 7.1 : Teorema da Equivalên
ia de Lax

(i) Um esquema numéri
o 
onsistente de passo simples para um problema lin-

ear diferen
ial par
ial bem-posto de valores ini
iais é 
onvergente se e somente se

é estável. Em 
aso a�rmativo, a ordem de 
onvergên
ia é a mesma ordem de 
on-

sistên
ia.

(ii) Um esquema numéri
o 
onsistente de passo simples para um problema linear

diferen
ial par
ial bem-posto de valores ini
iais e valores de 
ontorno é 
onvergente

somente se o esquema de aproximação da EDP for estável. Em 
aso a�rmativo, a

ordem de 
onvergên
ia é a mesma ordem de 
onsistên
ia do problema.

Observações :

• Um problema de valores ini
iais é bem-posto se sua solução depende 
ontinua-

mente sobre suas 
ondições ini
iais.

• Pela parte (ii), a estabilidade do esquema numéri
o que aproxima a EDP

pode não ser su�
iente para a 
onvergên
ia do esquema numéri
o 
onsiderando

as 
ondições de 
ontorno. Isso é porque as CC poderiam estar sendo

"mal"aproximadas, e a noção de estabilidade de�nida nesta dis
iplina não leva

isso em 
onsideração .

• Da mesma forma que a 
onvergên
ia pode ser de�nida pontualmente ou uni-

formemente (via norma), tal vale para a 
onsistên
ia. Dessa forma, a parte (i)

do Teorema a
ima pode ser entendida:


onsistên
ia estabilidade 
onvergên
ia

pontual ordem (p, q) norma ‖ · ‖ pontual ordem (p, q)

norma ordem (p, q) norma ‖ · ‖ norma ordem (p, q)

Exemplo 7.1 : Convergên
ia do esquema de Euler para problema de difusão

Já mostramos que o esquema un+1
k = run

k−1 + (1 − 2r)un
k + run

k+1, para a aprox-

imção de vt = νvxx, é 
onsistente de primeira ordem no tempo e segunda ordem no

espaço (
onsistên
ia pontual). Também já mostramos que esse esquema é estável se

e somente se r ≤ 1/2.

Condições de 
ontorno de Diri
hlet:

v(0, t) = a(t), v(1, t) = b(t), t ≥ 0

o esquema numéri
o tem duas equações

vn
0 = a(n△t)

vn
K = b(n△t) , n = 0, 1, 2, . . .

que são aproximações exatas das 
ondições de 
ontorno.

Dessa forma, a parte (i) do Teorema de Lax pode em verdade ser apli
ada,

garantindo que o esquema a
ima é pontualmente 
onvergente à solução exata do

problema de difusão a
ima se e somente se r ≤ 1/2.

Condições de 
ontorno de Neumann:

vx(0, t) = a(t), vx(1, t) = b(t), t ≥ 0
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o esquema numéri
o deverá aproximar vx(0, t) e vx(1, t) usando fórmulas de difer-

enças �nitas.

Neste 
aso, o parte (ii) Teorema de Lax apenas nos diz que uma 
ondição ne
essária

para a 
onvergên
ia já foi satisfeita, mas ainda não podemos garantir tal 
onvergên-


ia.

⇒ Uma análise de 
onsistên
ia das aproximações para as 
ondições de 
ontorno,

e respe
tivas ordens, se faz ne
essária para que se possa 
on
luir a 
onvergên
ia da

solução numéri
a do problema 
omo um todo, bem 
omo a ordem de 
onvergên
ia.

Boas notí
ias: O resultado da análise espe
tral independe das 
ondições de 
on-

torno. Dessa forma, se nosso esquema for 
onsistente e Q for simétri
a, as 
ondições

ne
essária e su�
iente dadas pela análise espe
tral são 
ondições para a 
onvergên
ia

do problema de valores ini
iais e valores de 
ontorno 
omo um todo.

Exemplo 7.2 : Análise espe
tral do esquema de Euler para o problema de difusão


om CC mistas

Seja o problema de valores ini
iais e 
ondições de 
ontorno

vt = νvxx, x ∈ (0, 1), t > 0
v(x, 0) = f(x) = x(2 − x), x ∈ [0, 1]
v(0, t) = 0 , t ≥ 0

vx(1, t) = 0 , t ≥ 0


uja solução pode ser en
ontrada:

v(x, t) =

∞
∑

m=1

ame−λmt sin

(

(2m + 1)πx

2

)

onde os 
oe�
ientes am e os autovalores λm são determinados por:

am =

∫ 1

0

x(2 − x) sin

(

(2m + 1)πx

2

)

dx

∫ 1

0

sin2

(

(2m + 1)πx

2

)

dx

.

λm =
(2m + 1)2πν

4

A 
ondição de 
ontorno vx(1, t) = 0 será tratada usando a aproximação de segunda

ordem

un
K−1 − un

K+1

2△x
= 0

que nos dá un
K+1 = un

K−1 então , usando a aproximação de Euler para k = K,

n = 0, 1, 2, . . .:

un+1
K = ruK−1 + (1 − 2r)un

K + run
K+1

que então impli
a

un+1
K = (1 − 2r)un

K + 2run
K−1.

Dessa forma, o esquema adotado será

un+1
k = run

k−1 + (1 − 2r)un
k + run

k+1, k = 1, 2, 3, . . . ;n = 0, 1, 2, . . .
u0

k = f(k△x), k = 0, 1, 2, . . .
un

0 = 0, n = 0, 1, 2, . . .
un+1

K = (1 − 2r)un
K + 2run

K−1 , n = 0, 1, 2, . . .

.

Pode-se mostrar que a EDP é aproximada por esquema 
onsistente de primeira

ordem no tempo e segunda no espaço.

Analisaremos a equação que aproxima a CC em x = 1:

τn
K =

∂u(1, tn)

∂x
=

un
K+1 − un

K

△x
− ∂2u(1, tn)

∂x2

△x

2
− ∂3u(1, tn)

∂x3

(△x)2

3!
+ O

(

(△x)3
)

τn
K =

1

△x

[

un+1
K − (1 − 2r)un

K

2r
− un

K

]

− ∂2u(1, tn)

∂x2

△x

2
− ∂3u(1, tn)

∂x3

(△x)2

3!
+ O

(

(△x)3
)

τn
K =

1

△x

un+1
K − un

K

2r
− ∂2u(1, tn)

∂x2

△x

2
− ∂3u(1, tn)

∂x3

(△x)2

3!
+ O

(

(△x)3
)

τn
K =

△x

2ν

[

∂u(1, tn)

∂t
+

∂2u(1, tn)

∂t2
△t

2
+ O((△t)2)

]

− ∂2u(1, tn)

∂x2

△x

2
−

∂3u(1, tn)

∂x3

(△x)2

3!
+ O

(

(△x)3
)

τn
K =

△x

2ν

[

ν
∂2u(1, tn)

∂x2
+

∂2u(1, tn)

∂t2
△t

2
+ O((△t)2)

]

− ∂2u(1, tn)

∂x2

△x

2
+ O

(

(△x)2
)

e 
on
luímos τn
K = O(△t△x) + O((△x)2).

Surpresa: o esquema numéri
o 
omo um todo pode não ser de segunda

ordem no espaço...

Para de
idirmos estabilidade, e então 
onvergên
ia, observamos que todo o es-

quema a
ima pode ser es
rito na forma un+1 = Qun, n = 0, 1, 2, . . ., onde

un =
[

un
1 un

2 . . . un
K−1 un

K

]T
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Q =













1 − 2r r . . .
r 1 − 2r r . . .
0 r 1 − 2r r . . .

. . . . . . r
. . . 0 2r 1 − 2r













e onde u0 é determinado usando as 
ondições ini
iais.

Entretanto, pode-se mostrar que
S−1QS =













1 − 2r r . . .
r 1 − 2r r . . .
0 r 1 − 2r r . . .

. . . . . .
√

2r

. . . 0
√

2r 1 − 2r













para

S = diag
(

1 1 . . . 1
√

2
)

e então Q é similar a uma matriz que possui autovalores

λj = 1 − 4rsen 2

(

(2j + 1)π

4K

)

e então r ≤ 1/2 é uma 
ondição ne
essária e su�
iente para a 
onvergên
ia do

esquema numéri
o.

8 Solução numéri
a de equações parabóli
as.

Introdução 8.1 : Modelo parabóli
o bási
o em duas dimensões .

O problema de difusão (
alor) em duas dimensões es
reve-se:

vt = ν(vxx + vyy) + F (x, y, t), (x, y) ∈ R, t > 0
v(x, y, t) = g(x, y, t), (x, y) ∈ ∂R, t > 0
v(x, y, 0) = f(x, y), (x, y) ∈ R

.

A estratégia de solução via diferen
ias �nitas requer dis
retizações no tempo e no

espaço. A novidade é que agora teremos também um parâmetro △y para a dis-


retização da variável espa
ial y.

A ferramenta matemáti
a bási
a para análise é o Teorema de Taylor em duas

variáveis: se f(x, y, t) é uma função analíti
a em alguma vizinhança do ponto (x, y, t)

então

f(x+hx, y, t) = f(x, y, t)+
∂f(x, y, t)

∂x
hx+

∂2f(x, y, t)

∂x2

(hx)2

2!
+

∂3f(x, y, t)

∂x3

(hx)3

3!
+ . . .

ou ainda

f(x, y+hy, t) = f(x, y, t)+
∂f(x, y, t)

∂y
hy +

∂2f(x, y, t)

∂y2

(hy)2

2!
+

∂3f(x, y, t)

∂y3

(hy)3

3!
+ . . .

ou ainda

f(x, y, t+ht) = f(x, y, t)+
∂f(x, y, t)

∂t
ht +

∂2f(x, y, t)

∂t2
(ht)

2

2!
+

∂3f(x, y, t)

∂t3
(ht)

3

3!
+ . . ..

A dis
retização será feita via

u(xj , yk, tn) = un
jk , F (x, y, t) = Fn

jk

xj = j△x , yk = k△y , tn = n△t

e agora pre
isaremos usar um sub-indi
e nas fórmulas δ para diferenças �nitas:

δ1
x =

vn
j+1,k − vn

j−1,k

2
δ2
y = vn

j,k+1 − 2vn
j,k + vn

j,k−1(△y)2

e assim por diante.

Dessa forma, usando diferenças simétri
as de segunda ordem para vxx e vyy, e de

primeira ordem para vt, quando R = [0, 1] × [0, 1], vemos que vt = ν(vxx + vyy) +
F (x, t) dis
retiza-se:

vn+1
jk − vn

jk

△t
= ν

(

vn
j+1,k − 2vn

j,k + vn
j−1,k

(△x)2
+

vn
j,k+1 − 2vn

j,k + vn
j,k−1

(△y)2

)

+ Fn
jk

para n = 0, 1, 2, 3, . . . ; j = 1, 2, 3, . . . , J − 1; k = 1, 2, 3, . . . ,K − 1, e temos

vn+1
jk = vn

jk + (rxδ2
x + ryδ2

y)vn
jk + △tFn

jk
onde rx = ν△t/(△x)2, ry = ν△t/(△y)2.

A 
ondição ini
ial v(x, y, 0) = f(x, y), (x, y) ∈ R se es
reve

v0
j,k = f(j△x, k△y), j = 0, 1, . . . , J ; k = 0, 1, . . . ,K.

Ao passo que a 
ondição de 
ontorno v(x, y, t) = g(x, y, t), (x, y) ∈ ∂R, t > 0 es
reve-

se

vn
0,k = g(0, k△y, n△t), k = 0, 1, . . . ,K, n ≥ 0

vn
J,k = g(1, k△y, n△t), k = 0, 1, . . . ,K, n ≥ 0

vn
j,0 = g(j△x, 0, n△t), j = 0, 1, . . . , J, n ≥ 0

vn
j,K = g(j△x, 1, n△t), j = 0, 1, . . . , J, n ≥ 0
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Introdução 8.2 : Aspe
tos 
omputa
ionais e desempenho

Estrutura de dados: Usaremos matrizes multidimensionais ou hiper-matrizes

A = A(j, k, n).

Matlab 6: g77: g



A = zeros(100,100,80); real A(100,100,80) �oat A[100℄[100℄[80℄;

size(A) integer n int n;

ans do n=1,20 for (n = 0;n < 80;n + +)

100 100 80 A(1, 2, n) = 1E0; A[1℄[1℄[n℄=1.0E+0;

end do

Estratégia para 
omputação de desempenho (speed-up): agora temos a

possibilidade de fazer operações vetoriais ou mesmo matri
iais, o que aumenta o

desempenho do 
ódigo, mas que depende das 
ara
terísti
as de 
ada 
ompilador.

Estratégia para otimização de memória usada (workspa
e): agora temos

a possibilidade de usar muito mais memória do que o estritamente ne
essário, de-

pendendo do propósito da 
omputação .

Exemplo: se somente a solução em t = tf nos interessa (rumo à solução esta-


ionária, por exemplo), podemos tentar armazenar nossos dados em uma matriz

simples, que então deveria ser atualizada em 
ada etapa do laço mais externo em n.

Usaremos Matlab para expli
ar 
omo implementar

vn+1
jk = vn

jk + (rxδ2
x + ryδ2

y)vn
jk + △tFn

jk

Código nível 0: (totalmente es
alar)

for n=1:n_max

for k=2:k_max

for j=2:j_max

. . .
dxx = v(j + 1, k, n) − 2 ∗ v(j, k, n) + v(j − 1, k, n);

dyy = v(j, k + 1, n) − 2 ∗ v(j, k, n) + v(j, k − 1, n);
F_jkn = . . . ;

v(j,k,n+1) = v(j,k,n) + (rx*dxx + ry*dyy) + delta_t * F_jkn

end

end

end

Código nível 1: (alguma vetorização )

for n=1:n_max

for k=2: k_max

dyy = v(2 : j_max, k +1, n)−2∗v(2 : j_max, k, n)+v(2 : j_max, k−1, n);

v(2:j_max,k,n+1) = v(2:j_max,k,n) + ry*dyy;

end
for j=2: j_max

dxx = v(j +1, 2 : k_max, n)−2∗ v(j, 2 : k_max, n)+ v(j−1, 2 : k_max, n);

v(j,2:k_max,n+1) = v(j,2:k_max,n) + rx*dxx;

Fj_kn = F (2 : k_max, yk, tn);

v(j,2:k_max,n+1) = v(j,2:k_max,n) + delta_t * Fj_kn;

end

Código nível 2: (matriz-vetor) De�nimos

v_xx = vyy =
[

1 −2 1
]T

for n=1:n_max

for k=2: k_max

v(2:j_max,k,n+1) = v(2:j_max,k,n) + ry*v(2:j_max,k-1:k+1,n)*v_yy;

end
for j=2: j_max

v(j,2:k_max,n+1) = v(j,2:k_max,n) + rx*v_xxT *v(j-1:j+1,2:k_max,n);

Fj_kn = F (xj , (2 : k_max)△y, tn);

v(j,2:k_max,n+1) = v(j,2:k_max,n) + delta_t * Fj_kn;

end

end

Código nível 3: (matriz-matriz) De�nimos duas matrizes de ordems (j_max−
1) × (j_max + 1) e (k_max + 1) × (k_max − 1) respe
tivamente:

M_xx =









1 −2 1
1 −2 1

. . . . . . . . .
1 −2 1









M_yy =





















1
2 1
1 −2 1

1 −2
. . . 1
1 −2

1





















for n=1:n_max

v(2:j_max,2:k_max,n+1) = v(2:j_max,2:k_max,n) +

ry*v(2:j_max,1:k_max+1,n)*M_yy;

v(2:j_max,2:k_max,n+1) = v(2:j_max,2:k_max,n) +

M_xx*v(1:j_max+1,2:k_max,n);

v(2:j_max,2:k_max,n+1) = v(2:j_max,2:k_max,n) + dt *

F((2:j_max)△x,(2:k_max)△y, tn)

end
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Exemplo 8.1 : esquema de Euler para problema de difusão em duas dimensões

Considere a solução numéri
a, via esquema de Euler, do problema

vt = ν(vxx + vyy), (x, y) ∈ (0, 1) × (0, 1), t > 0
v(x, y, 0) = sen (πx)sen (2πy), (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1]
v(0, y, t) = v(1, y, t) = 0 , y ∈ (0, 1), t > 0
v(x, 0, t) = v(x, 1, t) = 0 , x ∈ (0, 1), t > 0

usando os 
omandos bási
os de ini
ialização e 
omputação des
ritos a
ima.

Es
revendo a solução da EDP 
omo
v(x, y, t) = exp(λt)ψ(x, y)

vemos que a função ψ(x, y) deve satisfazer

∇2(ψ(x, y)) = λψ(x, y)

e a té
ni
a de expansão por autofunções assume

ψ(x, y) =
∞
∑

m,n=0

Amnpm(x)qn(y)

onde então pm e qn satisfazem

p′′m(x) = αmpm(x) , pm(0) = pm(1) = 0
q′′n(x) = βnqn(x) , qn(0) = qn(1) = 0.

Dessa forma

ψ(x, y) =

∞
∑

m,n=1

Amnsen (πmx)sen (πny)

e assim temos autovalores λmn = −(n2 + m2)πν.

Por outro lado, a 
ondição ini
ial nos dá

sen (πx)sen (2πy) =
∞
∑

m,n=1

Amnsen (πmx)sen (πny)

e então a solução exata de nosso problema é

v(x, y, t) = exp(−5π2νt)sen (πx)sen (2πy).

Os grá�
os abaixo mostram as soluções numéri
as 
orrespondendo a t = 0 e t = 1;

foram usados △x = △y = 0.1, △t = 0.20.

Em parti
ular, vemos que, quando △x e △y estão �xos, existe um valor △t0

para △t que produz uma melhor aproximação à solução exata, e valores △t menores

produzem resultados desastrosos. Esse fen�meno tem a haver 
om a a
umulação de

erros de arredondamento.

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
−1

−0.5

0

0.5

1

x

solucao numerica, t=0

y

v
(x

,y
,0

)
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0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

x

solucao numerica, t=1.0

y

v
(x

,y
,1

)

Os grá�
os abaixo mostram a aproximação à solução exata ao longo das retas

x = 1/2 e t = 1 quando variamos △t.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5
x 10

−3

variavel y

v
(1

/2
 ,
y
,1

)

Exemplo 7.1 solucao t=1

dt=0.166
dt=0.160
dt=0.155
exata

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−1

0

1
x 10

−3

variavel y

v(
1

/2
 ,
y,

1
)

Exemplo 7.1 solucao t=1

dt=0.160
dt=0.155
dt=0.150
dt=0.145
exata

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−4

−2

0

2

4
x 10

−4 plot v(1/2 ,y,1)

dt=0.150
exata

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−3

−2

−1

0

1

2

3
x 10

−3 plot v(1/2 ,y,1)

dt=0.166
exata

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

0

1
x 10

−3 plot v(1/2 ,y,1)

dt=0.160
exata

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−4

−2

0

2

4
x 10

−4 plot v(1/2 ,y,1)

dt=0.155
exata
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−4
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0
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4
x 10

−4 plot v(1/2 ,y,1)

dt=0.145
exata

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−4

−2

0

2

4
x 10

−4 plot v(1/2 ,y,1)

dt=0.142
exata

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−4

−2

0

2

4
x 10

−4 plot v(1/2 ,y,1)

dt=0.140
exata

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
x 10

−3 plot v(1/2 ,y,1)

dt=0.120
exata

Exemplo 8.2 : Análise de 
onsistên
ia do esquema de Euler para vt = ν(vxx+vyy).

Negligen
iando erro de arredondamento, temos

τn
jk =

u(xj , jk, tn+1) − u(xj , yk, tn)

△t
− ν

u(xj+1, yk, tn) − 2u(xj , yk, tn) + u(xj−1, yk, tn)

(△x)2
−

ν
u(xj , yk+1, tn) − 2u(xj , yk, tn) + u(xj , yk−1, tn)

(△y)2

τn
jk =

1

△t

(

△t
∂u

∂t
(xj , yk, tn) +

(△t)2

2

∂2u

∂t2
(xj , yk, tn) + O((△t)3)

)

−
ν

(△x)2

(

2(△x)2

2!

∂2u

∂x2
(xj , yk, tn) +

2(△x)4

4!

∂4u

∂x4
(xj , yk, tn) +

2(△x)6

6!

∂6u

∂x6
(xj , yk, tn) + O((△x)8

)

−
ν

(△y)2

(

2(△y)2

2!

∂2u

∂y2
(xj , yk, tn) +

2(△y)4

4!

∂4u

∂y4
(xj , yk, tn) +

2(△y)6

6!

∂6u

∂y6
(xj , yk, tn) + O((△y)8

)

e dessa forma

τn
jk =

△t

2

∂2u

∂t2
(xj , yk, tn) − (△x)2

12

∂4u

∂x4
(xj , yk, tn) − (△y)2

12

∂4u

∂y4
(xj , yk, tn) +

O((△x)4, (△y)4, (△t)2)

e o esquema numéri
o é de ordem 1 no tempo e dois no espaço.

Exemplo 8.3 : Análise de estabilidade do esquema de Euler para vt = ν(vxx+vyy).

Negligen
iando o termo não -homogêneo, 
onsideramos

un+1
jk = un

jk + (rxδ2
x + ryδ2

y)un
jk

ou

un+1
jk = un

jk + rx(un
j+1,k − 2un

jk + un
j−1,k) + ry(un

j,k+1 − 2un
jk + un

j,k−1).

Apli
ando a Transformada Dis
reta de Fourier em duas dimensões :

û(ξ, η) =
1

2π

∞
∑

j,k=−∞

e−ijξ−ikηujk

onde ξ, η ∈ [−π, π] e onde a Identidade de Parseval ‖ujk‖2 = ‖û‖L2

vale, temos

ûn+1 = ûn + rx(eiξ − 2 + e−iξ)ûn + ry(eiη − 2 + e−iη)ûn

ûn+1 = ûn − 2rx(1 − cos(ξ))ûn − 2ry(1 − cos(η))ûn

ûn+1 = (1 − 4rxsen

2(ξ/2) − 4rysen

2(η/2))ûn

e o símbolo ρ(ξ, η) é dado por

ρ(ξ, η) = 1 − 4rxsen

2(ξ/2) − 4rysen

2(η/2).

Entretanto, tomando derivadas par
iais de ρ 
om relação a ξ e η, vemos que o máximo

dessa função o
orre em (ξ, η) = (0, 0), e que o mínimo o
orre em (ξ, η) = (π, π).

A 
ondição ρ(ξ, η) ≥ −1 então impli
a e requer rx + ry ≤ 1/2.

Assim, esse esquema é estável na norma energia

‖ujk‖2,△x =

√

√

√

√

∞
∑

j,k=−∞

|ujk|2△x△y

se e somente se rx+ry ≤ 1/2. Dessa forma, pelo Teorema de Lax, o esquema de Euler

para solução do problema bidimensional de difusão , 
om 
ondições de Diri
hlet, é


onvergente se e somente se rx + ry ≤ 1/2.

Exemplo 8.4 : problema de difusão 2D 
om 
ondições de 
ontorno de Neumann

Considere o problema de valores ini
iais e 
ondições de 
ontorno

vt = ν(vxx + vyy) + 10, (x, y) ∈ (0, 1) × (0, 1), t > 0
v(x, y, 0) = f(x, y), (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1]
vx(0, y, t) = vx(1, y, t) = 0 , y ∈ (0, 1), t > 0
vy(x, 0, t) = vy(x, 1, t) = 0 , x ∈ (0, 1), t > 0

.
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onde f(x, y) = sen 2(πx)sen 2(πy). A 
ondição de 
ompatibilidade

∂f

∂x
(0, y) =

∂f

∂x
(1, y) = 0

∂f

∂y
(x, 0) =

∂f

∂y
(x, 1) = 0

é 
laramente satisfeita. O esquema de Euler 
om tratamento de segunda ordem para

CC será adotado.

Solução Exata: Observamos que
f(x, y) =

1 − cos(2πx)

2
· 1 − cos(2πy)

2
=

1 − (cos(2πx) + cos(2πy)) + cos(2πx) cos(2πy)

4

e assim

f(x, y) =

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

Amn cos(mπx) cos(nπy)

onde A00 = 1/4, A20 = A02 = −1/4, A22 = 1/4 e os demais Amn são nulos.

A solução exata é então

v(x, y, t) =
1

4
− exp(−4π2νt)

cos(2πx) + cos(2πy)

4
+exp(−8π2νt)

cos(2πx) cos(2πy)

4

.

Solução Numéri
a: A aproximação da EDP:

un+1
jk = un

jk + rx(un
j+1,k − 2un

jk + un
j−1,k) + ry(un

j,k+1 − 2un
jk + un

j,k−1) + 10△t.

A 
ondição ini
ial:

u0
jk = f(j△x, k△y).

As 
ondições de 
ontorno:

un
1,k − un

−1,k

△x
= 0 ,

un
J+1,k − un

J−1,k

△x
= 0.

un
j,1 − un

j,−1

△y
= 0 ,

un
j,K+1 − un

j,K−1

△y
= 0.

e então temos un
−1,k = un

1,k, un
J+1,k = un

J−1,k, un
j,−1 = un

j,1 e un
j,K+1 = un

j,K−1. Essas

relações são substituídas em

un+1
0k = un

0k + rx(un
1k − 2un

0k + un
−1,k) + ry(un

0,k+1 − 2un
0k + un

0,k−1) + 10△t.

un+1
Jk = un

Jk + rx(un
J+1,k − 2un

Jk + un
J−1,k) + ry(un

J,k+1 − 2un
Jk + un

J,k−1) + 10△t.

un+1
j0 = un

j0 + rx(un
j+1,0 − 2un

j0 + un
j−1,0) + ry(un

j,1 − 2un
j0 + un

j,−1).

un+1
jK = un

jK + rx(un
j+1,K − 2un

jK + un
j−1,K) + ry(un

j,K+1 − 2un
jK + un

j,K−1)

resultando

un+1
00 = un

00 + rx(2un
10 − 2un

00) + ry(2un
0,1 − 2un

00) + 10△t

un+1
0k = un

0k + rx(2un
1k − 2un

0k) + ry(un
0,k+1 − 2un

0k + un
0,k−1) + 10△t.

un+1
0K = un

0K + rx(2un
1K − 2un

0K) + ry(−2un
0K + 2un

0,K−1) + 10△t

un+1
jK = un

jK + rx(un
j+1,K − 2un

jK + un
j−1,K) + ry(−2un

jK + 2un
j,K−1) + 10△t

un+1
JK = un

JK + rx(−2un
JK + 2un

J−1,K) + ry(−2un
JK + 2un

J,K−1) + 10△t

un+1
Jk = un

Jk + rx(−2un
Jk + 2un

J−1,k) + ry(un
J,k+1 − 2un

Jk + un
J,k−1) + 10△t

un+1
J0 = un

J0 + rx(−2un
J0 + 2un

J−1,0) + ry(2un
J,1 − 2un

J0) + 10△t

un+1
j0 = un

j0 + rx(un
j+1,0 − 2un

j0 + un
j−1,0) + ry(2un

j,1 − 2un
j0) + 10△t .

Os grá�
os abaixo mostram as soluções numéri
as 
orrespondendo a t = 0 e t =
0.84; foram usados △x = △y = 0.05, △t = 0.12.
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variavel x

Exemplo 7.4 , solucao t=0

variavel y
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variavel x

Exemplo 7.4 , solucao t=0.84

variavel y

Os grá�
os abaixo mostram a aproximação à solução exata ao longo das retas

x = 1/2 e t = 1 quando variamos △t.

Novamente vemos que, quando △x e △y estão �xos, existe um valor △t0 para

△t que produz uma melhor aproximação à solução exata, e valores △t menores

produzem resultados desastrosos.
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plot v(1/2 ,y,1)

dt=0.18
exata
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plot v(1/2 ,y,1)

dt=0.08
exata

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
x 10

11 plot v(1/2 ,y,1)

dt=0.05
exata

Por 
ausa das 
ondições de 
ontorno que traduzem um isolamento térmi
o, temos

que a solução exata

v(x, y, t) =
1

4
− exp(−4π2νt)

cos(2πx) + cos(2πy)

4
+ exp(−8π2νt)

cos(2πx) cos(2πy)

4
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onverge à superfí
ie 
onstante igual a 1/4 ao t → ∞, o que pode ser observado

a
ima.

Exemplo 8.5 : O esquema de Crank-Ni
olson para o problema de difusão 2D

Considere o problema
vt = ν(vxx + vyy) + F (x, y, t), (x, y) ∈ (0, 1) × (0, 1), t > 0

v(x, y, 0) = f(x, y), (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1]
v(0, y, t) = v(1, y, t) = 0 , y ∈ (0, 1), t > 0
v(x, 0, t) = v(x, 1, t) = 0 , x ∈ (0, 1), t > 0

.

O esquema de Crank-Ni
olson para aproximação da EDP é:

un+1
jk − un

jk

△t
= ν

(

δ2
x

(△x)2
+

δ2
y

(△y)2

)

un+1
jk + un

jk

2
+

Fn+1
jk + Fn

jk

2

e então temos

(

1 − rxδ2
x

2
−

ryδ2
y

2

)

un+1
jk −

△tFn+1
jk

2
=

(

1 +
rxδ2

x

2
+

ryδ2
y

2

)

un
jk +

△tFn
jk

2

ou ainda

−ry

2
un+1

j,k−1 −
rx

2
un+1

j−1,k + (1 + rx + ry)un+1
jk − rx

2
un+1

j+1,k − ry

2
un+1

j,k+1 −
△tFn+1

jk

2
=

+
ry

2
un

j,k−1 +
rx

2
un

j−1,k + (1 − rx − ry)un
jk +

rx

2
un

j+1,k +
ry

2
un

j,k+1 +
△tFn

jk

2

Se F = 0, es
revemos 
omo Aun+1 = Bun, n = 0, 1, 2, . . . onde

un =
[

un
11 un

21 un
31 un

12 un
22 un

32 un
13 un

23 un
33

]T

A =




























d −rx/2 −ry/2
−rx/2 d −rx/2 −ry/2

−rx/2 d −ry/2
−ry/2 d −rx/2 −ry/2

−ry/2 −rx/2 d −rx/2 −ry/2
−ry/2 −rx/2 d −ry/2

−ry/2 d −rx/2
−ry/2 −rx/2 d −rx/2

−ry/2 −rx/2 d





























B =





























c rx/2 ry/2
rx/2 c rx/2 ry/2

rx/2 c ry/2
ry/2 c rx/2 ry/2

ry/2 rx/2 c rx/2 ry/2
ry/2 rx/2 c ry/2

ry/2 c rx/2
ry/2 rx/2 c rx/2

ry/2 rx/2 c





























onde d = 1 + rx + ry , c = 1 − rx − ry e u0 é determinado pela 
ondição ini
ial.

Exemplo 8.6 : Análise de Fourier do esquema de Crank-Ni
olson para eq difusão

2D
Des
onsiderando o termo não -homogêneo, temos

(

1 − rx

2
(2 cos(ξ) − 2) − ry

2
(2 cos(η) − 2)

)

ûn+1 =
(

1 +
rx

2
(2 cos(ξ) − 2) +

ry

2
(2 cos(η) − 2)

)

ûn

e então

(

1 + 2rxsen

2(ξ/2) + 2rysen

2(η/2)
)

ûn+1 =
(

1 − 2rxsen

2(ξ/2) − 2rysen

2(η/2)
)

ûn

para n = 0, 1, 2, . . . . O símbolo desse esquema numéri
o é

ρ(ξ, η) =
1 − 2rxsen

2(ξ/2) − 2rysen

2(η/2)

1 + 2rxsen 2(ξ/2) + 2rysen 2(η/2)

e então 
laramente temos |ρ(ξ, η)| ≤ 1 ∀ξ, η ∈ [−π, π] e o esquema é in
ondi
ional-

mente estável na norma energia.

Tarefa: Mostre que, a exemplo do 
aso unidimensional, o esquema 2D de Crank-

Ni
olson é de segunda ordem no tempo e no espaço. De�nir erro de trun
amento

usando tn+1.2 . . .

Introdução 8.3 : Esquemas ADI (Implí
itos de Direção Alternada)

Para o problema de difusão unidimensional, esquemas numéri
os de dois tipos

foram trabalhados:

• un+1 = Qun, n = 0, 1, 2, . . .: explí
itos, de mais fá
il implementação numéri
a

mas apenas 
ondi
ionalmente estáveis;
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• Aun+1 = Bun, n = 0, 1, 2, . . .: implí
itos, de implementação numéri
a mais

elaborada mas in
ondi
ionalmente estáveis.

Em problemas de difusão bidimensional, alta performan
e aliada a estabilidade in-


ondi
ional é a mar
a registrada dos esquemas impli
itos de direção alternada.

A idéia, que pode ser esquematizada 
omo abaixo,

estagio n estagio n+1estag n+1/2
exp em x imp em x

imp em y
exp em y

é que a 
ara
terísti
a implí
ita do esquema possa ser apli
ada alternadamente às

variáveis espa
iais x e y. Como 
onsequên
ia, apenas sistemas lineares tridi-

agonais deverão ser resolvidos, possibilitando uma solução de alta perfor-

man
e. Além disso, a 
ara
terísti
a de estabilidade in
ondi
ional não é perdida.

Dois desses esquemas serão dis
utidos nesta dis
iplina:

• o esquema de Pea
eman-Ra
hford;

• o esquema de Douglas-Ra
hford.

Introdução 8.4 : o Esquema de Pea
eman-Ra
hford para a Equação de Difusão

2D
O esquema de Pea
eman-Ra
hford para vt = ν(vxx + vyy) é

u
n+1/2
jk − un

jk

△t/2
=

ν

(△x)2
δ2
x

(

u
n+1/2
jk

)

+
ν

(△y)2
δ2
y

(

un
jk

)

un+1
jk − u

n+1/2
jk

△t/2
=

ν

(△x)2
δ2
x

(

u
n+1/2
jk

)

+
ν

(△y)2
δ2
y

(

un+1
jk

)

.

De outra forma, temos

(

1 − rxδ2
x

2

)

u
n+1/2
jk =

(

1 +
ryδ2

y

2

)

un
jk

(

1 −
ryδ2

y

2

)

un+1
jk =

(

1 +
rxδ2

x

2

)

u
n+1/2
jk

que impli
a

ρ(ξ, η) =
(1 − 2rxsen

2(ξ/2))(1 − 2rysen

2(η/2))

(1 + 2rxsen 2(ξ/2))(1 + 2rysen 2(η/2))

de onde a estabilidade in
ondi
ional é 
on
luída.

Exemplo 8.7 : Implementação do Esquema de Pea
eman-Ra
hford para o Prob-

lema de Difusão 2D

• Iteração prin
ipal: solução de sistemas lineares tridiagonais

A1u
n+1/2 = B1z

n

A2z
n+1 = B2u

n+1/2,

n = 0, 1, 2, 3, . . . onde

un =
[

un
11 . . . un

J1 un
12 . . . un

J2 . . . un
1,K . . . un

JK

]T

zn =
[

un
11 . . . un

1K un
21 . . . un

2K . . . un
J1 . . . un

JK

]T

A1 =













1 + rx −rx/2
−rx/2 1 + rx −rx/2

−rx/2 1 + rx −rx/2
. . . . . . −rx/2

−rx/2 1 + rx













B1 =













1 − ry ry/2
ry/2 1 − ry ry/2

ry/2 1 − ry ry/2
. . . . . . ry/2

ry/2 1 − ry













A2 =













1 + ry −ry/2
−ry/2 1 + ry −ry/2

−ry/2 1 + ry −ry/2
. . . . . . −ry/2

−ry/2 1 + ry













43



B2 =













1 − rx rx/2
rx/2 1 − rx rx/2

rx/2 1 − rx rx/2
. . . . . . rx/2

rx/2 1 − rx













• Condição ini
ial:

u0
jk = f(j△x, k△y),

j = 0, 1, 2, . . . , J ; k = 0, 1, 2, . . . ,K.

Condições de 
ontorno: Considerando uma CC de Diri
hlet em x = 0, a imple-

mentação mais imediata é

u
n+1/2
0k = g(0, k△y, (n + 1/2)△t).

Alternativamente, 
onsiderando

(

1 − rxδ2
x

2

)

u
n+1/2
jk =

(

1 +
ryδ2

y

2

)

un
jk

(

1 +
rxδ2

x

2

)

u
n+1/2
jk =

(

1 −
ryδ2

y

2

)

un+1
jk

e adi
ionando impli
a

u
n+1/2
jk =

1

2

(

1 −
ryδ2

y

2

)

un+1
jk +

1

2

(

1 +
ryδ2

y

2

)

un
jk

e vemos que uma expressão alternativa é

u
n+1/2
0k =

1

2

(

1 −
ryδ2

y

2

)

g(0, k△y, (n + 1)△t) +
1

2

(

1 +
ryδ2

y

2

)

g(0, k△y, n△t).

Pode-se mostrar que a expressão a
ima aproxima a expressão mais ime-

diata 
om um erro de ordem (△t)2. Dessa forma, ambas as expressões

podem ser usadas para implementação da CC em x = 0.

Con
lusões análogas são derivadas para as demais CC.

• Considerando uma CC de Neumann vy(x, 0, t) = gN (x, t) em y = 0:

Aproximação de primeira ordem: assumimos

un+1
j0 = un+1

j1 −△tgN (j△x, (n + 1)△t)

e eliminamos un+1
j0 das equações .

Aproximação de segunda ordem: introduzimos un+1
j,−1 tal que

un+1
j,−1 = un+1

j,1 − 2△ygN (j△x, (n + 1)△t)

extendemos as equações vindas da EDP para k = 0 e eliminamos un+1
j,−1 usando a

relação a
ima.

Um enfoque alternativo será proposto na lista de exer
í
ios.

Considere o problema de valores ini
iais e 
ondições de 
ontorno

vt = ν(vxx + vyy), (x, y) ∈ (0, 1) × (0, 1), t > 0
v(x, y, 0) = f(x, y), (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1]
v(0, y, t) = v(1, y, t) = 0 , y ∈ (0, 1), t > 0
v(x, 0, t) = v(x, 1, t) = 0 , x ∈ (0, 1), t > 0

.

onde f(x, y) = sen (πx)sen (2πy). A 
ondição de 
ompatibilidade é 
laramente sat-

isfeita.

As �guras abaixo mostram as soluções numéri
as do problema a
ima, via esquema

de Pea
eman-Ra
hford, para t = 0 e t = 0.4. Foi usado △x = △y = 0.01 , △t = 0.1

e ν = 1/6.
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Exemplo 7.7, solucao t=0

variavel y

44



0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

variavel x

Exemplo 7.7, solucao t=0.4

variavel y

Introdução 8.5 : Métodos de Fatorização Aproximada

Considere o esquema 2D de Crank-Ni
olson

(

1 − rxδ2
x

2
−

ryδ2
y

2

)

un+1
jk =

(

1 +
rxδ2

x

2
+

ryδ2
y

2

)

un
jk

que já mostramos (exer
í
io-lista) ser de segunda ordem no tempo e no espaço.

A idéia é rees
rever o lado esquerdo, usando a fatorização

(

1 − rxδ2
x

2

)

(

1 −
ryδ2

y

2

)

un+1
jk (†)

que é apenas aproximada pois estaríamos introduzindo o termo

rxry

4
δ2
xδ2

y(un+1
jk )

ao qual 
orresponderia, em termos de análise in�nitesimal, uma par
ela

(△t)2

4

∂4u(xj , yk, tn+1/2)

∂2x∂2y
+ O((△x)4, (△y)4, (△t)3).

Dessa forma, 
omo (†) deve ser dividida por △t na análise de 
onsistên
ia, vemos

que o esquema

(

1 − rxδ2
x

2

)

(

1 −
ryδ2

y

2

)

un+1
jk =

(

1 +
rxδ2

x

2
+

ryδ2
y

2

)

un
jk

tem a mesma ordem espa
ial de Crank-Ni
olson, mas ordem 1 no tempo.

Entretando, se adi
ionarmos o termo

rxry

4
δ2
xδ2

y(un
jk)

no lado direito e fatorizarmos analogamente, obtemos um esquema numéri
o que

difere de Crank-Ni
olson por um termo

rxry

4
δ2
xδ2

y(un+1
jk − un

jk).

Esse termo é de ordem 3 no tempo e ordem superior no espaço, e dessa forma o

esquema resultante

(

1 − rxδ2
x

2

)

(

1 −
ryδ2

y

2

)

un+1
jk =

(

1 +
rxδ2

x

2

)

(

1 +
ryδ2

y

2

)

un
jk,

que é o esquema de Pea
eman Ra
hford, possui a mesma ordem de 
onsistên
ia que

o esquema 2D de Crank-Ni
olson.

Dessa forma, o esquema de Pea
eman Ra
hford é a fatorização aproximada do

esquema de Crank-Ni
olson.

Exemplo 8.8 : o Esquema de Douglas-Ra
hford para Equação de Difusão 2D

O esquema de Douglas-Ra
hford é a fatorização aproximada do esquema implí
ito

de Euler

(1 − rxδ2
x − ryδ2

y)un+1
jk = un

jk.

A fatorização aproximada nos dá

(1 − rxδ2
x)(1 − ryδ2

y)un+1
jk = un

jk

e então o termo
rxryδ2

xδ2
yun+1

jk

foi adi
ionado. A exemplo do que �zemos para obter o esquema de Pea
eman-

Ra
hford a partir do de Crank-Ni
olson, 
ontra-adi
ionamos o termo

rxryδ2
xδ2

yun
jk

no lado direito da equação , e temos
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(1 − rxδ2
x)(1 − ryδ2

y)un+1
jk = (1 + rxryδ2

xδ2
y)un

jk.

A forma mais usada do esquema de Douglas-Ra
hford é

(1 − rxδ2
x)u

n+1/2
jk = (1 + ryδ2

y)un
jk

(1 − ryδ2
y)un+1

jk = u
n+1/2
jk − ryδ2

yun
jk.

9 Solução Numéri
a de Equações Hiperbóli
as

Equações ou sistemas de equações hiperbóli
as governam fen�menos importantes


omo �uxos aerodinâmi
os, in
luindo �uxos atra�ves de meio porosos e �uxos atmos-

féri
os.

Introdução 9.1 : Fluxos Unidimensionais

Um sistema linear geral de equações par
iais unidimensionais à 
oe�
ientes 
on-

stantes pode ser es
rito

Vt = Avx, x ∈ R, t > 0 (46)

onde v é um vetor de in
ógnitas e A é uma matriz K × K de 
oe�
ientes. Se

A é uma matriz diagonalizável, então dizemos que o sistema a
ima é fortemente

hiperbóli
o. Neste 
aso, existe uma matriz S de autovetores tal que A = S−1ΛS,

onde Λ é uma matriz diagonal. Assim,

Svt = SAvx = ΛSvx

e então , sendo u(x, t) = Sv(x, t), temos

∂ui

∂t
= λi

∂ui

∂x
, i = 0, 1, . . . ,K

onde λi são os elementos diagonais de Λ (autovalores de A).

Introdução 9.2 : Curvas Cara
terísti
as

Considere o problema da equação de onda unidimensional

vt + avx = 0, x ∈ R, t > 0
v(x, 0) = f(x), x ∈ R

.

Vemos que a primeira equação pode ser es
rita 
omo

[

a 1
]

[

vx

vt

]

= 0

Ou seja, a solução é 
onstante ao longo das retas x − at = c, onde c ∈ R são


onstantes. Dessa forma, a solução exata é v(x, t) = f(x − at), x ∈ R, t ≥ 0.

t

x

De�nição 9.1 O domínio de dependên
ia analíti
o da solução em um ponto (x, t)

(no domínio da EDP) é o ponto s0 = x − at.

Introdução 9.3 : Solução Numéri
a de vt + avx = 0

Esquemas unidimensionais:

esquema fórmula símbolo estabilidade

FTFS un+1
k = un

k − R(un
k+1 − un

k ) 1 + 2Rsen 2(ξ/2) − iRsen (ξ) −1 ≤ R ≤ 0
FTBS un+1

k = un
k − R(un

k − un
k−1) 1 − 2Rsen 2(ξ/2) − iRsen (ξ) 0 ≤ R ≤ 1

FTCS un+1
k = un

k − (R/2)(un
k+1 − un

k−1) 1 − iRsen (ξ) R = 0

BTFS (1 − R)un+1
k + Run+1

k+1 = un
k

1

1 − 2Rsen 2(ξ/2) + iRsen (ξ)

R ≤ 0 ou

R ≥ 1

Implementação numéri
a:

Apesar de o problema ser de�nido numa região in�nita [0,+∞) × [0,+∞] OU

(−∞, 0]× [0,+∞], a implementação numéri
a assumirá (x, t) ∈ [0,K△x]× [0, N△t]

ou (x, t) ∈ [−K△x, 0] × [0, N△t].

Estrutura de dados : v(n, k), n = 1, 2, 3, . . . , N + 1; k = 1, 2, 3, . . . ,K + 1.
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De�nição 9.2 O domínio de dependên
ia de um esquema numéri
o em um ponto

(k△x, n△t) da dis
retização é o intervalo ao longo da 
ondição ini
ial que é usado

na 
omputação de un
k .

Por exemplo: para o esquema FTFS, o domínio de dependên
ia numéri
a Dn de

um ponto (k△x, n△t) é o intervalo [k△x, (k + n)△x].

Por exemplo: para o esquema FTBS, o domínio de dependên
ia numéri
a Dn de

um ponto (k△x, n△t) é o intervalo [(k − n)△x, k△x].

Exemplo 9.1 : Implementação do esquema FTBS para vt + avx = 0

Considere o problema

vt + avx = 0, 0 < x < 3, t > 0
v(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ 3
v(0, t) = g(t), t ≥ 0

onde a = 1/6, f(x) = sen (πx), g(t) ≡ 0.

Condição de 
ompatibilidade:

v(0, 0) = f(0) = g(0)

que é 
laramente veri�
ada.

Ini
ialização via CI: u0
k = f(xk), k = 0, 1, . . . ,K.

Ini
ialização via CC: un
0 = g(tn), n = 0, 1, . . . , N .

Iteração prin
ipal:

for n = 0 : N_max − 1
for k = 1 : K_max

un+1
k = (1 − R)un

k + Run
k−1

end

end
As �guras abaixo mostram o resultado da implementação numéri
a (Matlab) do

esquema a
ima, para a = 1/6,△t = △x = 1/10.
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De�nição 9.3 : a Condição de Courant-Friedri
hs-Levy

Uma equação diferen
ial par
ial e um esquema numéri
o asso
iado são ditos sat-

isfazerem a 
ondição de Courant-Friedri
hs-Levy (CFL) se para todo ponto P do

domínio da EDP temos que o domínio de dependên
ia analíti
a Da(P ) está 
ontido

no domínio de dependên
ia numéri
a Dn(P ).

Lema 9.1 : Apli
ação da 
ondição de CFL

A 
ondição de Courant-Friedri
hs-Levy é ne
essária para a 
onvergên
ia de um

esquema numéri
o.

Justi�
ativa: Caso 
ontrário, existe um ponto P tal que Da(P ) 6 ⊆Dn(P ). Seja

Q ∈ Da(P ) tal que Q /∈ Dn(P ). A solução analíti
a no ponto P depende da in-

formação 
ontida em uma vizinhança do ponto Q, mas essa informação nun
a será


aptada pelo esquema numéri
o, e portanto não poderá haver 
onvergên
ia.

Consequên
ia: podemos usar CFL para determinar 
ondições ne
essárias para a


onvergên
ia de esquemas 
onsistente, isto é, temos uma ferramenta para en
ontrar


ondições ne
essárias para a estabilidade.

Por exemplo, para o esquema FTBS e um ponto (x, t) = (k△x, n△t) temos

Da(x, t) = {s0}, onde s0 = k△x− an△t} = (k −Rn)△x. Dessa forma, é ne
essário

que

(k − n)△x ≤ (k − Rn)△x ≤ k△x

e então

k − n ≤ k − Rn ≤ k ⇒ −n ≤ −Rn ≤ 0 ⇒ −1 ≤ −R ≤ 0 ⇒ 0 ≤ R ≤ 1


omo já sabemos.

Introdução 9.4 : Esquema de Lax-Wendro� para vt + avx = 0

A proposta é modi�
ar o esquema FTCS da tabela dada anteriormente, de maneira

a estabilizá-lo.

Estratégia:

vtt = (−avx)t = −avxt = −avtx = −a(−avx)x = a2vxx

Equa
ionamento e análise de 
onsistên
ia:

v(xk, tn+1) = v(xk, tn) + vt(xk, tn)△t + vtt(xk, tn)
(△t)2

2
+ O((△t)3)

v(xk, tn+1) = v(xk, tn) − avx(xk, tn)△t + a2vxx(xk, tn)
(△t)2

2
+ O((△t)3)

v(xk, tn+1) = v(xk, tn) − a

(

v(xk+1, tn) − v(xk−1, tn)

2△x
+ O((△x)2)

)

△t +

a2

(

v(xk+1, tn) − 2v(xk, tn) + v(xk−1, tn)

(△x)2
+ O((△x)2)

)

(△t)2

2
+ O((△t)3)

Dessa forma, des
onsiderando-se erros de arredondamento, o esquema numéri
o
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un+1
k = un

k − R

2
δ1(un

k ) +
R2

2
δ2(un

k ),

onde R = a△t/△x, possui um erro de trun
amento

τn
k =

1

△t

[

O((△x)2△t, (△x)2(△t)2, (△t)3)
]

ou seja, de primeira ordem no tempo e segunda no espaço.

Análise de estabilidade: Apli
ando a TDF,

ûn+1 =

(

1 − R

2
(2isen (ξ)) +

R2

2
(−2 + 2 cos(ξ))

)

ûn,

ou seja,

ρ(ξ) = 1 − 2R2sen 2(ξ/2) − iRsen (ξ).

Vemos que

|ρ(ξ)|2 =
(

1 − 2R2sen 2(ξ/2)
)2

+ R2sen 2(ξ)

|ρ(ξ)|2 = 1 − 4R2sen 2(ξ/2) + 4R4sen 4(ξ/2) + R2sen 2(ξ)

e 
omo sen 2(ξ) = 4sen 2(ξ/2) cos(ξ/2) temos

−4sen 2(ξ/2) + sen 2(ξ) = −4sen 2(ξ/2) + 4sen 2(ξ/2) cos2(ξ/2) =
−4sen 2(ξ/2)(1 − cos2(ξ/2)) = −4sen 4(ξ/2)

e assim

|ρ(ξ)|2 = 1 − 4R2sen 4(ξ/2) + 4R4sen 4(ξ/2).

Como possíveis máximos estão em ξ0,±π, 
al
ulamos

|ρ(0)|2 = 1

|ρ(±π)|2 = (1 − 2R2)2

e dessa forma 
on
luímos que o esquema de Lax-Wendro� é estável na norma-energia

se e somente se −1 ≤ 1 − 2R2, isto é, R2 ≤ 1, isto é, |R| ≤ 1.

Introdução 9.5 : o Esquema de Crank-Ni
olson para Equação de Onda 1D

O esquema de Crank-Ni
olson para equação de onda unidimensional:

un+1
k − un

k

△t
+ a

(

un+1
k+1 − un+1

k−1

4△x
+

un
k+1 − un

k−1

4△x

)

= 0

un+1
k − un

k + R

(

un+1
k+1 − un+1

k−1

4
+

un
k+1 − un

k−1

4

)

= 0

−R

4
un+1

k−1 + un+1
k +

R

4
un+1

k+1 =
R

4
un

k−1 + un
k − R

4
un

k+1

Apli
ando a TDF, temos

(

1 +
R

4
(2isen (ξ))

)

ûn+1 =

(

1 − R

4
(2isen (ξ))

)

ûn

ρ(ξ) =
1 − iRsen (ξ)/2

1 + iRsen (ξ)/2

de onde 
on
luímos estabilidade marginal in
ondi
ional, pois |ρ(ξ)|2 ≡ 1.

Introdução 9.6 : Equações Par
iais Hiperbóli
as 2D

A equação diferen
ial par
ial hiperbóli
a em duas dimensões é

vt + avx + bvy = 0

que possui uma 
ondição ini
ial do tipo v(x, y, 0) = f(x, y).

Uma solução desse problema ini
ial é v(x, y, t) = f(x − at, y − bt).

A solução é então 
onstante ao longo da reta x−at = x0 , y−at = y0, e novamente

temos uma propagação .

Dependendo da direção dessa reta (sinais de a e b), 
ondições de 
ontorno 
omo,

por exemplo,

v(x, 0, t) = g1(x, t) x ∈ [0,+∞) t ≥ 0
v(0, y, t) = g2(y, t) y ∈ [0,+∞) t ≥ 0

devem ser adotadas para domínios espa
iais �nitos ou semi-�nitos.

Exemplo 9.2 : Esquema FTBS para vt + avx + bvy = 0

Considere o problema
vt + avx + bvy = 0, (x, y) ≥ 0, t > 0
v(x, y, 0) = f(x, y), x ≥ 0, y ≥ 0
v(x, 0, t) = g1(x, t) x ≥ 0, t ≥ 0
v(0, y, t) = g2(y, t) y ≥ 0, t ≥ 0

.
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onde a = b = 2, f(x, y) = sen (πx/3)sen (πy/4), g1(x, t) = g2(y, t) ≡ 0.

O esquema numéri
o usa aproximações de primeira ordem; avançada para vt e

retrasadas para vx e vy:

un+1
jk − un

jk

△t
+ a

un
jk − un

j−1,k

△x
+ b

un
jk − un

j,k−1

△y

e então de�nimos

Rx = a
△t

△x
,Ry = b

△t

△y

para es
rever na forma 
ompa
ta

un+1
jk = (1 − Rxδx− − Ryδy−)un

jk.

Apli
ando a TDF em duas dimensões , temos

ρ(ξ, η) = 1 − Rx(1 − e−iξ) − Ry(1 − e−iη)

e assim

|ρ(ξ, η)|2 =
(

1 − 2Rxsen

2(ξ/2) − 2Rysen

2(η/2)
)2

+ (Rxsen (ξ) + Rysen (η))2.

Pro
urando por pontos de máximo em [−π, π] × [−π, π]:

∂|ρ|2
∂ξ

= (1 − 2Rxsen

2(ξ/2) − 2Rysen

2(η/2))(−2Rx)sen (ξ/2) cos(ξ/2) +

(Rxsen (ξ) + Rysen (η))Rx cos(ξ) = 0
∂|ρ|2
∂η

= (1 − 2Rxsen

2(ξ/2) − 2Rysen

2(η/2))(−2Ry)sen (η/2) cos(η/2) +

(Rxsen (ξ) + Rysen (η))Ry cos(η) = 0

ou seja

−(1 − 2Rxsen

2(ξ/2) − 2Rysen

2(η/2))sen (ξ) + (Rxsen (ξ) + Rysen (η)) cos(ξ) = 0
−(1 − 2Rxsen

2(ξ/2) − 2Rysen

2(η/2))sen (η) + (Rxsen (ξ) + Rysen (η)) cos(η) = 0

o que impli
a

(Rx cos(ξ) − 1 + 2Rxsen

2(ξ/2) + 2Rysen

2(η/2))sen (ξ) + Ry cos(ξ)sen (η) = 0
Rx cos(η)sen (ξ) + (Ry cos(η) − 1 + 2Rxsen

2(ξ/2) + 2Rysen

2(η/2))sen (η) = 0

e possíveis máximos existem em (0, 0), (0,±π), (±π, 0) e (±π,±π), entre outros.

Entretanto

|ρ(0, 0)| = 1, |ρ(0,±π)|2 = (1 − 2Ry)2 , |ρ(±π, 0)|2 = (1 − 2Rx)2

|ρ(±π,±π)|2 = (1 − 2Rx − 2Ry)2

e 
ondições ne
essárias para a 
onvergên
ia são :

|1 − 2Rx| ≤ 1 ⇔ 0 ≤ Rx ≤ 1

|1 − 2Ry| ≤ 1 ⇔ 0 ≤ Ry ≤ 1

|1 − 2Rx − 2Ry| ≤ 1 ⇔ 0 ≤ Rx + Ry ≤ 1

e portanto 0 ≤ Rx + Ry ≤ 1 é 
ondição ne
essária para a estabilidade e portanto

para a 
onvergên
ia desse esquema.

As �guras abaixo mostram o resultado da implementação numéri
a (Matlab) para

os instantes t = 0 e t = 2.0, respe
tivamente. Foi usado △x = △y = 1/4, △t = 1/20.
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De�nição 9.4 O domínio de dependên
ia numéri
a da solução (depende do es-

quema numéri
o) em um ponto (j△x, k△y, n△t) é o menor retângulo de R
2 que


ontém todos os pontos das CI dos quais a 
omputação de un
jk depende.

Lema 9.2 : Apli
ação da 
ondição de CFL em duas dimensões

A 
ondição de Courant-Friedri
hs-Levy é ne
essária para a 
onvergên
ia de um

esquema numéri
o para equação par
ial hiperbóli
a bidimensional

Justi�
ativa: a mesma.

Exemplo:temos 3 
ategorias a distinguir:

•un+1
jk = a1u

n
j−1,k + a2u

n
j,k−1 + a3u

n
jk + a4u

n
j+1,k + a5u

n
j,k+1


om Dn = [(j − n)△x, (j + n)△x] × [(k − n)△y, (k + n)△y]

CFL impli
a

(j − n)△x ≤ (x − at) ≤ (j + n)△x
(k − n)△y ≤ (y − bt) ≤ (k + n)△y

impli
a

(j − n)△x ≤ (j − Rxn)△x ≤ (j + n)△x
(k − n)△y ≤ (k − Ryn)△y ≤ (k + n)△y

impli
a
−n ≤ −Rxn ≤ n ⇔ −1 ≤ Rx ≤ 1
−n ≤ −Ryn ≤ n ⇔ −1 ≤ Ry ≤ 1

•un+1
jk = a3u

n
jk + a4u

n
j+1,k + a5u

n
j,k+1


om Dn = [j△x, (j + n)△x] × [k△y, (k + n)△y].

Analogamente, CFL impli
a −1 ≤ Rx ≤ 0, −1 ≤ Ry ≤ 0.

•un+1
jk = a1u

n
j−1,k + a2u

n
j,k−1 + a3u

n
jk


om Dn = [(j − n)△x, j△x] × [(k − n)△y, k△y].

Analogamente, CFL impli
a 0 ≤ Rx ≤ 1, 0 ≤ Ry ≤ 1.

Introdução 9.7 : Um esquema ADI para vt + avx + bvy = 0

Considere o esquema lo
almente unidimensional para vt + avx + bvy = 0:

(

1 + Rxδ0
x

)

u
n+1/2
jk = un

jk
(

1 + Ryδ0
y

)

un+1
jk = u

n+1/2
jk

Exer
í
io: mostre que esse esquema é 
onsistente de primeira ordem no

tempo e segunda no espaço.

Apli
ando a TDF em

(

1 + Rxδ0
x

) (

1 + Ryδ0
y

)

un+1
jk = un

jk

temos

(1 + iRxsen (ξ))(1 + iRysen (η))ûn+1 = ûn

e assim

ρ(ξ) =
1

(1 + iRxsen (ξ))(1 + iRysen (η))

que veri�
a

|ρ(ξ)|2 =
1

(1 + R2
xsen

2(ξ))(1 + R2
ysen

2(η))

de onde a estabilidade in
ondi
ional é 
on
luída.

Introdução 9.8 : o Esquema de Beam-Warming para vt + avx + bvy = 0

O esquema de Beam-Warming para vt +avx +bvy = 0 é o resultado da fatorização

aproximada apli
ada ao esquema bidimensional de Crank-Ni
olson

un+1
jk − un

jk

△t
+

a

2△x
δ1
x(un+1

jk + un
jk) +

b

2△y
δ1
y(un+1

jk + un
jk) = 0
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ou

(

1 +
Rxδ1

x

2
+

Ryδ1
y

2

)

un+1
jk =

(

1 − Rxδ1
x

2
−

Ryδ1
y

2

)

un
jk .

Resulta então

(

1 +
Rx

2
δ1
x

)(

1 +
Ry

2
δ1
y

)

un+1
jk =

(

1 − Rx

2
δ1
x

) (

1 − Ry

2
δ1
y

)

un
jk.

Esse esquema é 
omumente usado na forma:

(

1 +
Rx

2
δ1
x

)

u∗
jk =

(

1 − Rx

2
δ1
x

)(

1 − Ry

2
δ1
y

)

un
jk

(

1 +
Ry

2
δ1
y

)

un+1
jk = u∗

jk

Apli
ando a TDF

(

1 +
Rx

2
isen (ξ)

)

û∗ =

(

1 − Rx

2
isen (ξ)

) (

1 − Ry

2
isen (η)

)

ûn

(

1 +
Ry

2
isen (η)

)

ûn+1 = û∗

e então

ρ(ξ, η) =
(1 − iRxsen (ξ)/2)(1 − iRysen (η)/2)

(1 + iRxsen (ξ)/2)(1 + iRysen (η)/2)

que 
laramente veri�
a |ρ(ξ, η)| ≡ 1, e temos estabilidade marginal in
ondi
ional.

10 Solução numéri
a de equações elípti
as
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