Capitulo 1

Polinomios

1.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos de maneira mais abstrata as expressoes que definem nossas
equacoes algébricas. Mais precisamente analisaremos o vinculo existente entre a natureza
dos coeficientes encontrados numa tal expressao e a natureza da expressao em si; afim de
esclarecer, vejamos um exemplo.

Ezemplo 1.1.1. Consideremos a equacao z? — 3 = 0; como sabemos é possivel escrever
2 -3 = (v — \/§) (x — \/g), onde ++/3 sdo as soluces da equacdo. Observemos, por
um lado, que os coeficientes envolvidos na equacao de grau dois sao nimeros racionais
enquanto as solugoes desta sao irracionais; por outro lado, a existéncia das solugoes nos
permitiu fatorar a expressao quadratica como produto de duas expressoes lineares cujos
coeficientes deixam de ser racionais. Nao é dificil de se convencer que a equacao quadratica
original, nao pode ser fatorada como produto de duas expressoes lineares com coeficientes
racionais (tente demonstrar isto).

1.2 O Anel de polinémios

Seja D um dominio de integridade (para efeitos préticos, basta supor que D = Z, Q, R
ou C).

Definicao 1.2.1. Um polinomio com coeficientes em D é uma expressao da forma
fx)=ao+ax+- -+ a,_ 12"+ a,2”,

onde n € um inteiro nao negativo € ag, a1, - ,an_1,0, € D; a; chama-se o coeficiente
i-ésimo de f(x), 1 = 0,...,n. Se a, # 0 dizemos que a, € o coeficiente lider e que o
inteiro n € o grau de f(x).

Dois polinomios
fle) = aga g(x) =) b’
k=0 §=0
sao iguais se para todo inteiro nao negativo 7 tal que a; # 0 ou b; # 0, temos

a; = bi;
1
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desta forma o polinémio f(z) é igual, por exemplo, ao polinomio

n
g apx® + 0z,
k=0

Definimos o Polinémio Nulo que denotaremos 0(x) ou, quando nao houver motivo para
ambigiliidade, simplesmente 0 como sendo qualquer um dos polinémios iguais cujos coe-
ficientes sao todos nulos; de maneira equivalente, o polindmio nulo é qualquer polindmio
que nao possui coeficiente lider. De maneira andloga, o Polinomio Unidade ou Polinomio
Um é o polindmio de grau 0 cujo coeficiente lider é

&0:1.

Denotaremos D[x] o conjunto de todos os polinémios com coeficientes em D, isto é
n
Dlz] := {Zakxk :n > 0,a9,...,a, € D}.
k=0

Por outro lado, os polinomios de grau 0 sao aqueles cujo coeficiente lider acompanha a
poténcia z° de z, isto é, aqueles polinomios que nao possuem indeterminada. Segundo
nossa nog¢ao de igualdade acima, podemos considerar estes polinomios como sendo iguais
a um unico elemento do dominio ID; desta maneira, podemos considerar o dominio D
como estando contido no conjunto dos polinémios com coeficientes em ID; simbolicamente,
podemos entao escrever

D C D[z];

em particular estamos identificando o zero e a unidade de D com o polinémio nulo e o
polinémio unidade respectivamente.

Aos efeitos do objetivo destas notas, podemos supor que o dominio D é um dos
seguintes:

Z? Q? R’ (C;

nao obstante, e a titulo informativo (e porque nao, formativo), vamos ver alguns exemplos
de polinémios com coeficientes em outros dominios e também com coeficientes em um anel
comutativo com unidade (veja defini¢ao ??7) que ndo é um dominio.

Comecemos lembrando os conjuntos de inteiros médulo um inteiro positivo. Formal-
mente, é o conjunto de classes de equivaléncia em Z associado a relagao de equivaléncia ser
congruente a. Malis precisamente, seja r € N um inteiro positivo; dados m,n € Z, dizemos
que m é congruente a n (ou que m e n sdo congruentes) médulo r, o que denotamos

m=n (modr),

se m — n é multiplo de r. Pela teoria da divisibilidade de niimeros inteiros, é claro que
dado um inteiro m arbitrario ele pode ser congruente a apenas um dos r inteiros

0,1,...,7r — 1.

Denotamos por ¢ o conjunto de todos os inteiros congruentes a ¢ € {0,1,...,r — 1};
podemos imaginar que aqueles inteiros que sao congruentes a um mesmo inteiro ¢ possuem
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uma mesma cor, tendo cores diferentes aqueles nao congruentes a ele; desta forma existirao
r cores diferentes de inteiros, onde cada cor corresponde a uma unica classe.
Denotamos
Z, = {0.1,....7 =1},

o conjunto de classes de congruéncia médulo r (ou cores diferentes). Usando as pro-
priedades da divisibilidade (como apreendidas nos cursos elementares de aritmética) vé-se
sem dificuldade que Z, é um anel comutativo com unidade. Além disso, Z, é um dominio
se e somente se n é um ntimero primo, pois ab = 0 se e somente se r divide ab: se r for
primo, entao n divide a ou b; reciprocamente, se r nao for primo entao ele é produto de
dois inteiros positivos a,b < n — 1.

Observagao 1.2.2. De fato Z, é um corpo se e somente se r é um nimero primo. Com
efeito, é suficiente mostrar que todo elemento diferente de 0 possui inverso se e s6 se p é
um numero primo; se a € Z nao é divisivel por p entao MDC(p, a) = 1. Portanto existem
m,n € 7 tais que

am + pn = 1.

Entao am = 1 ( mod p) o que significa que m é inverso de a em Z,. Deixamos como
exercicio para o leitor a verificar que a reciproca desta afirmacao também é verdadeira.

Ezemplo 1.2.3. Consideremos Zg. Temos que 2-3 =6 =0em Zg. Como 2 # 0e 3 # 0
concluimos que Zg nao é um dominio de integridade.

Vamos agora observar como as operagoes elementares em D “induzem” operacoes
elementares em D[z] compativeis com a inclusao D C D[z].

Sejam f(v) = >, aix’ e g(z) = 37" b2/ polindmios em D[z]. Sem perda da
generalidade suporemos n > m. Podemos entao escrever

g(x) = b’
=0

onde b1 = by =---=10, =0.
Soma: A soma f(x)+ g(z) de f(z) e g(x) é a expressao

F(@) + (@) = > (ax + bi)a".

k=0

Como ay, + by, = by + a; € D concluimos por ou lado que f(z) + g(z) € D[x] e por outro
lado que f(z) + g(x) = g(x) + f(x), isto é, que a soma é comutativa; o leitor podera
verificar sem dificuldade que também é associativa.

E facil verificar que o polinémio nulo 0(z) é o neutro da soma (faga-o !).

Denotamos —f(z) := Y1 (—a;)z" onde —a; é o simétrico do elemento a;. Temos
entdao f(z) 4+ (—f(z) = 0(z) donde concluimos que —f(z) é o simétrico de f(z).

Multiplica¢ao O produto f(z) - g(x) de f(x) e g(x) é a expressao

n+m

flz)-glax) =) e,

k=0

onde
Cp = Z ab; = (aoby, + arby_1 + -+ agby), k=0,...,n+m.
itj=k
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Evidentemente f(z) - g(z) = g(z) - f(z) € D[z]. O leitor pode verificar que este produto
ou multiplicacao de polinomios é uma operacao associativa. Quando nao houver lugar
para confusado denotaremos f(x) - g(x) = f(z)g(x).

Da definigao de produto concluimos que se f(x) e g(x) nao sao nulos, ou seja a,, # 0
e by, # 0. Como D é um dominio de integridade a,b,, = ¢,1m # 0 0 que implica que
f(z)g(x) # 0 (propriedade (D) de dominio de integridade (??)). Entao

gran(f(x)g(x)) = grau f(x) + grau g(x) = n + m.

Como ja vimos no caso de dominios de integridade, a propriedade (D) equivale a dizer
que f(z)g(z) = 0 implica f(z) =0 ou g(x) = 0.

O polindémio unidade 1(x) é o neutro da multiplicacdo (demonstre isto !). Analise-
mos agora a existéncia de inverso para a multiplicacdo. Suponhamos que f(z) nao é
o polinémio nulo, isto é, a, # 0. Suponhamos também que f(z)g(x) = 1(z). Entao
f(z)g(z) tem grau 0, donde colcluimos que f(z) e g(z) tem graus 0. Portanto ag # 0,
by # 0 e ayg = by = 1 e entao os tnicos polinémios que possuem inverso sao os polindmios
constantes, onde as constantes correspondentes sao invertiveis em D; dito de outra forma,
o conjunto de poinémios invertiveis em D[x] é o conjunto de elementos invertiveis de D.

O seguinte teorema resume as propriedades estruturais de D[z] relativas as operagoes
de soma e multiplicacao, cuja demonstracao deixamos para o leitor.

Teorema 1.2.4. A tripla (D[z],+,-) € um dominio de integridade cujos invertiveis sio
os wnvertiveis de ID.

1.3 Teoria da Divisibilidade em D|x]

Dado que D[x] ndo é um corpo, sabemos que nao teremos uma divisao exata em D]z],
da mesma forma que ocorre com Z. Gostariamos entao de ter um argoritmo da divisao
“nao exata” analogo ao que temos no dominio Z de forma a poder dividir um polindémio
por outro obtendo um quociente e um resto. Mais precisamente, consideremos polinomios
f(z),g(x) € D[z]; nos perguntamos se existem polinémios ¢(x) e r(z), também em D[z],
tais que

(i) /(z) = g(@)a(z) + r(x)

onde r(z) é “menor” que g(x) em algum sentido que ndao é muito claro pois até o
momento nao temos definido uma relagdo de ordem no conjunto D[z] dos polinémios.

De acordo com as propriedades das poténcias, quando pegarmos f(z) = 2" e g(x) =
™, nosso método deveria fornecer um quociente ¢(z) = ™™ e um resto r(z) = 0 (o
polinomio nulo); como "™ é um polinémio s6 no caso onde n > m, deveriamos pedir
grau(f) > grau(g).

Como inspirac¢ao, lembremos a divisao nao exata de niimeros inteiros escritos na base
dez. Sejam

m

a=a,10" + a,_110" 1 + -+ - + 4110 + ay,

com 0 < @y, p_1,...,01,a0 < 9 inteiros, e b > 0 um inteiro < a. O algoritmo da divisao
que apreendemos na escola é mais ou menos assim: calculamos o nimero de vezes que b
“cabe” dentro de a,10" (a, é o nimero de unidades quando n = 0, de dezenas quando
n = 1, de centenas quando n = 2, etc) digamos ¢;, que seria um quociente parcial, e
subtraimos bg; de a obtendo um resto parcial r1; se r; é zero, a divisao acabou e dizemos
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que b divide a. Se r; # 0, nos perguntamos se r; é > b; caso negativo, a divisao acabou e
escrevemos ¢ = ¢; e r = ry. Caso afirmativo, o procedimento se repete subtraindo de r;
o0 numero maximo ¢y de vezes que b cabe em 7; obtemos

a—bqr — bgz = 19,

com ry < 7ryeqy < q. Erecomecamos até obter um resto parcial que seja 0 ou menor que
b. Como os restos parciais diminuem a cada passo, estamos certos que o procedimento
deve para. O ultimo resto parcial e a soma dos quocientes parciais sao, respectivamente,
o resto e o quociente da divisao.

Exercicio 1.3.1. Faga a divisao de 1235 = 10% + 2 - 10?2 4+ 3 - 10 + 5 por 4 do jeito descrito
acima.

Voltando aos polinomios, para generalizar o procedimento descrito acima ao caso
destes, podemos tratar as poténcias de x como as poténcias de 10 para os nimeros;
em particular isto nos sugere que o “tamanho”, que seria a magnitude a fazer decrescer
no processo de divisao do polindmio, sera entendido como sendo o grau deste. Além disto,
o numero de vezes que b cabe em a, 10" deve ser substituido pelo niimero de vezes que
o termo de maior grau de g(x) cabe dentro do termo de maior grau de f(x) e assim por
diante; em particular, no caso dos polinomios, um quociente parcial, devera forcosamente
ter grau menor ou igual que o grau de f(x) e cada quociente parcial terd grau menor que
o anterior.

Guiados pela disgressao precedente, estamos prontos agora para construir um al-
goritmo da divisao de polinomios de forma coerente com o que ja sabemos. Escrevamos

f(z) = anz" + f(2), g(x) = bpa™ + §(x),

onde n > m e f(z), g(x) sdo polindmios de graus menores que n e m respectivamente.
Como z"~™ € D[z], podemos escrever

G@) = 22T () = () — o) (@) = F(@) — @) (@)
m

se ri(z) = 0 a divisdo acabou e temos ¢(x) = ¢ (z). Se r(x) # 0, nos perguntamos
se graury(x) > graug(z). Se a resposta é negativa, a divisao também acabou e temos
r(z) =ri(z) e ¢(x) = ¢1(x). Caso afirmativo, recomecamos o procedimento, até obter um
resto parcial que, ou é zero, ou possui grau menor que grau g(x). Como o grau dos restos
parciais diminui a cada iteragao do procedimento, desde que nao tenha se tornado nulo,
concluimos que este deve parar apés um numero finito de iteragoes; de fato, precisamos
nao mais do que grau f(z) aplicagoes do procedimento.

Por outro lado, observemos que no procedimento empregado, precisamos dividir por
b, a cada passo. Se pretendermos que os resultados obtidos da divisao sejam polinémios
com coeficientes no dominio DD onde f(z) e g(x) tem os seus, devemos pedir que b, seja
um invertivel em ). Por exemplo, no caso onde D = Z, as unicas possibilidades sao
b, = 1 ou b, = —1. No caso onde D for um corpo, a divisao sera possivel para todo
by, # 0.

De fato temos o seguinte teorema:

Teorema 1.3.1. Sejam f(x) = ap2™ +ap 12" 1+ +ag e g(x) = bpz™ + by 2™+
-+« 4 by polindmios nao nulos em D[z|. Entao, existem e sao inicos polinomios q(x) e
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r(z) em D[z] tais que

f(z) = q(z)g(z) + r(x), com r(z) =0 ou grau(r(z)) < grau(g(z)).

No caso D = Z fazemos ainda a hipdtese de que o coeficiente lider b, de g(x) seja
wnvertivel, isto €, igual a 1 ou —1.

Demonstracao. Existéncia: A demonstracao da existéncia serd feita por indugao em n, uti-
lizando a segunda forma do Principio da Inducao. Para n € N, consideremos a proposi¢ao

P(n): Se f(x) e g(x) sdo polinémios nao nulos em D[z], com grau(f(z)) = n, entdo
existem ¢(z),r(x) € D[] tais que f(x) = q(z)g(x)+r(z), com r(x) =0 ou grau(r(z)) <
grau(g(z)).

Base de Indugdo: P(0) é verdadeira.

Se f(x) = ap tem grau 0, podem ocorrer dois casos. Se g(z) tem grau maior do que 0,

tomamos ¢(x) =0 e r(z) = f(x). Se g(x) = by também tiver grau 0, tomamos ¢q(z) = %o

bo
er(z)=0.

Passagem de Indugdo: Suponhamos que, para um certo n, P(k) seja verdadeira para
todo k < n. Precisamos mostrar que isso implica que P(n) é verdadeira.
Para isso, suponhamos que f(z) = a,2" + @p_12" ! + -+ + ag tenha grau n. Como no
enunciado, ¢(x) = bpx™ + by_12™ ' + -+ + by. Precisamos mostrar a existéncia dos
polindmios ¢(z) e r(z) com as propriedades desejadas. Dividimos em dois casos.

Se n < m, tomamos ¢(z) =0 e r(zx) = f(x).

Se n > m, seja
Qn,
hz)=f2) - ~a
Entao, fi(z) é um polinomio de um certo grau k < n. Pela hipdtese de indugao, P(k) é

verdadeira e, portanto, existem polinémios ¢;(x) e r1(z) em D[x] tais que

n—m

fi(x) = q1(x)g(x) + 1 (), com ri(z) =0 ou grau(ri(z)) < grau(g(z)).

Segue que
an

1) = (120 + (o) o) + (o),

Pondo ¢(x) = Z—Z "™+ qi(z) e r(x) =ri(z), temos que
f(@) =q(z)g(x) +r(z),  com  r(z)=0 ou grau(r(z)) < grau(g(z)),

provando que P(n) também é verdadeira.
Logo, P(n) é verdadeira para todo n € N, concluindo a indugao.

Unicidade: Suponhamos que f(z) = ¢q(x)g(z) +r(z) = ¢'(z)g(x)+7'(x), com r(z) =0
ou grau(r(x)) <grau(g(z)) e também r'(z) = 0 ou grau(r'(x)) <grau(g(z)). Segue dai

' (¢(z) — ¢'(x))g(x) = r'(z) — r(z).
Se q(z) # ¢'(v), entdo q(x) — ¢'(z) # 0. Logo,
grau(r'(z) — r(x)) = grau((q(z) — ¢'(x))g(z))
= grau(q(z) — ¢'(z)) + grau(g(z))
)

),

(
> grau(g(z
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o que é um absurdo pois 7(x) e 7’(x) s@o nulos ou tém grau menor do que o grau de g(x).
Logo, q(x) = ¢/(z). Dal segue que r(x) = r'(z), provando a unicidade.
[

Observagao 1.3.2. No caso onde f(z) = 0, a divisao por qualquer g(x) # 0 é evidentemente
possivel obtendo ¢(z) = r(xz) = 0. No caso onde f(x) e g(z) forem polindémios em Zx],
o coeficiente lider de g(z) deve ser 1 ou —1, pois sao estes os tnicos inveritiveis em Z;
em particular, quando f(z) e g(z) forem polinémios constantes em Z|x], isto é, nimeros
inteiros, a divisao entre eles pensados como numeros inteiros nao esta contemplada no
teorema precedente, salvo quando g(z) = £1.

Definicao 1.3.3. Sejam f(z), g(z) € D[z], onde g(x) # 0. Dizemos que f(x) é divisivel
por g(x) em D[z]|, o que denotamos g(z)|f(x), quando podemos dividir f(x) por g(x)
obtendo resto 0.

Ezemplos 1.3.4. (a) Se D é um dominio e g(x) = by é um polindémio constante com by
invertivel em D (isto é, existe a € D tal que aby = 1), entao

f(x) = by <b—10f<x>>.

Pela unicidade do teorema, temos
B 1
=3

(b) Se g(z) é um polinomio monico, entao a divisdo como no teorema é sempre possivel.
E facil ver que neste caso o coeficiente lider do quociente é o mesmo que o coeficiente lider

de f(x).

(c) Seja g(z) = x — a,a € D. Pelo teorema,

f(z) = (z —a)q(x) + r(z) (1.1)

onde r(z) = 0 ou grau(r) < grau(g) = 1. Concluimos que r(z) é constante, isto é, zero
ou uma constante nao nula r = r(z). Substituindo = por a na equagao (1.1), obtemos o
resto

q(x) (z), r(z) =0

r= f(a).

(d) Consideremos f(x) = 3z* — 523 + 222 — x + 6, g(z) = 2> — 3z + 1; pelo teo-
rema obteremos quociente e resto ¢(z),r(x) em Z[z]. Usando as notagoes introduzidas
anteriormente, obtemos

q(z) = 32%, ri(z) = 42° — 2* — 2 +6.
Como graur(z) > graug(x) repetimos o procedimento, obtendo
¢@(7) = 42, ro(2) = 112 — 5z + 6;

repetindo mais uma vez
g3(x) =11, r3(x) = 28z — 5.

Concluimos

9(r) = () + ga2(2) + g3(w) = 32° + 4o + 11, r(z) = r3(x) = 282 - 5.
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O exemplo (c) acima é conhecido como Teorema do Resto:
Teorema 1.3.5 (do Resto). O resto da divisao de f(x) € D[z]| por x —a € f(a).

Este teorema, que parece apenas uma simples observagao ¢ muito importante. De fato,
é a chave para compreender o vinculo entre a teoria algébrica que comegcamos a desenvolver
neste capitulo e o nosso objetivo principal, a saber, o de resolver equacaoes polinomiais.
Para precisar isto, comecamos com uma definicao, onde estamos considerando a situacao
em que D é um dominio qualquer contido dentro do corpo dos niimeros complexos, como
por exemplo Z, Q, R ou mesmo o préprio C.

Definigao 1.3.6. Sejam f(z) € Diz] e « € C. Dizemos que « € raiz de f(x) se f(a) = 0.

O teorema do resto nos da imediatamente o seguite vinculo espetacular que traduz esta
nocao em termos de divisibilidade, conhecido como Teorema de Ruffini, e cuja demon-
stracao é deixada para o leitor:

Corolario 1.3.7 (Teorema de Ruffini). Um ndmero complexo o« € C € raiz de um
polinomio f(x) € D[z| se e somente se f(x) € divisivel por x — a.

A sguir descrevemos o chamado esquema de Ruffini (veja figura abaixo) para dividir

flx) = Z a;x’,
=0

por x —a. Como no algoritmo da divisao comecamos dividindo por z, o primeiro quociente
parcial é ¢;(z) = a,z""!; multiplicando por x — a e subtraindo de f(z) obtemos

um polinomio da forma

r1(2) = (a4na + an_1)T" 7t + apox™ 2+ -+ a1x + ap.
Repetindo o procedimento obteremos entao
32(2) = (an—1 + aa,)z" >, ra(z) = (ana® + ap_1a + ap_2)x" > 4 a,_32" > + -+ + ay.

Nao é dificil de se convencer que os coeficientes do quociente e o resto r(x) podem
ser obtidos da seguinte forma: escrevemos numa linha horizontal todos os coeficientes de
f(z), da direita para a esquerda, comecando pelo lider e ndo esquecendo aqueles que sao
nulos. Os coeficientes do quociente sao, escritos na mesma ordem: o lider é o proprio a,;
para o seguinte multiplicamos o anterior (isto é, o lider neste caso) por a e somamos o
resultado com o proximo coeficiente da linha horizontal, ou seja, com a,_1; para obter
o terceiro coeficiente de ¢(x) repetimos o procedimento arterior, ou seja, multiplicamos
o coeficiente obtido precedentemente por a e somamos o resultado com o terceito da
linha horizontal, isto é, com a,_o; etc...O resto r(x) serd o tltimo resultado obtido pelo
procedimento anterior, que é precisamente

fla) = a,a" + a,_1a" '+ -+ aya + ap;

em particular redemonstramos o teorema do Resto 1.3.5.
Figura com esquema de Ruffini
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Exemplo 1.3.8. Consideremos o polinomio
fx) =2+ bs* —cx +4

com b,c € R. Encontremos b, ¢ para que o polinomio tenha raizes 1 e —1. Aplicando o
corolario 1.3.7 temos um sistema de equagoes

b—c=—-5b+c=—5b.

Concluimos b= —5ec=0.

Exemplo 1.3.9. Consideremos o polinomio
flx) =2 +bx +c

com b, c € R. Se quisermos encontrar b, ¢ para que o polinomio tenha raiz dupla igual a 1, o
método utilizado no exemplo anterior nao funciona pois obteremos a mesma equacao duas
vezes (verifique isto !). Por outro lado, se o fato de um polinémio possuir raiz 1 equivale
a este polindmio ser divisivel por (x — 1), é razodvel pensar que ter raiz dupla 1 equivalha
ao fato do polindmio poder ser dividido duas vezes por (z — 1) (observe que talvez ainda
nao tenhamos muito claro o qué significa um polinémio ter raiz dupla); como veremos, a
é esta a definicao correta da nocao de raiz dupla. Levando isto em consideracao, podemos
dividir f(z) por (z — 1) e logo dividir o quociente obtido também por (z — 1): ambos
restos deverao ser nulos. Aplicando o esquema de Ruffini o primeiro resto é 1 +b+ ¢, o
primeiro quociente tem coeficientes 1 e b+ 2 e e o segundo resto é b+ 2. Concluimos que
b=-2ec=1.

Ezercicio 1.3.2. Trabalhando como no exemplo precedente obtenha condigoes para que o
polinomio geral de grau 2 possua uma raiz dupla a; compare o resultado obtido com o
que ja sabe da discussao da equagao quadratica.

O teorema de Ruffini (coroldrio 1.3.7) pode ser generalizado; no momento estamos em
condigbes de generalizar apenas uma das implicagbes (para a implicagao reciproca veja
proposigao ?77?):

Proposicao 1.3.10. Sejam f(z),g(z) € D[z|. Se g(z)|f(x), entao toda raiz de g(x) é
raiz de f(z).

Demonstracao. Temos f(z) = g(z)q(x) para certo ¢(z) € D]z]. Se o € C é uma raiz de
g(x), entao

donde segue o resuntado. Il

Quando estudamos aritmética em Z partimos do algoritmo da divisao para logo definir-
mos o conceito de divisor de um nimero. Entre os divisores, encontramos alguns muito
especiais: por um lado, aqueles “triviais” que sao o préprio nimero ou seu oposto, e
+1. Por outro lado, encontramos certos nimeros que admitem apenas divisores triv-
ias como estes; quando positivos, chamamos esses nimeros de numeros primos. Depois
demonstramos o teorema fundamental da Aritmética que diz que todo ntimero positivo
fatora-se como produto de nimeros primos; se o numero é negativo, multiplicamos por
—1 a fatoragao do seu valor absoluto.
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Agora que temos em D[z] um algoritmo de divisao, podemos nos perguntar sobre a
fatoracao de um polinomio como produto de fatores “primordiais”, que nao acietam mais
fatoracao que aquelas trivias; observe que fatores do tipo x — a correspondem a raizes do
polinéomio em questao. Vamos entao definir os conceitos equivalentes, para polinémios,
daqueles de ntimero primo e divisor trivial de um nimero inteiro.

A seguinte defini¢ao é bastante intuitiva e omitimos comentarios (reflita sobre ela; veja
o exemplo (a) acima)

Definigao 1.3.11. Seja f(z) € D[z]. Os divisores triviais de f(x) sdo os polinomios
constantes d(x) = d € D e os polindmios da forma df (x), onde d € invertivel em D.

Depois de termos a nogao de divisor trivial, o equivalente ao conceito de niimero primo
decorre imediatamente:

Definigao 1.3.12. Seja f(x) € D[z] um polinomio de grau > 1. Dizemos que f(x) é
irredutivel, se seus unicos divisores em D[x] sdo os trivias. Caso contrdrio dizemos que
f(z) € redutivel.
Vejamos alguns exemplos para exclarecer esta nocao.
Ezemplos 1.3.13. (a) Seja f(z) = ax + b € D[x]. Suponhamos primeiramente que D = Z.
Seja d = MDC(a, b) € Z. Temos
f(z)=d(dx+1),

onde MDC(d/,0') = 1. Se d > 1, entao d é um divisor nao trivial em D[x] pois nao é
invertivel em D. Concluimos que, neste caso, f(z) é redutivel.
Se d = 1, suponhamos que f(z) possui um divisor g(z) € Z; entao
ax + b= g(z)q(z).
Por causa do grau de f(x) ser um, concluimos que g(z) ou ¢(z) devem ser constantes;
digamos ¢g(z) = a1z + by e q(x) = ¢ € Z. Entao

a=ac, b="bic,

donde ¢/MDC(a,b). Como MDC(a,b) = d = 1, que é invertivel, concluimos que f(z) é
irredutivel.

Finalmente, no caso onde D é um corpo, é evidente que f(z) = ax + b serd sempre
irredutivel.

(b) Consideremos o polinomio

f(z) =2*—2¢€ Z[a].
E claro que temos a fatoracao
=2 = (2 VI)(z+2),

o que mostra que f(x) é redutivel em R[z| e também em Clz]. Porém ele é irredutivel em
Q[z]: com efeito, soponhamos que f(x) possui um divisor nao trivial em Q[z]. Por causa
do grau de f(x) ser 2, a tinica possibilidade é termos

r? —2 = (ax + b)(a1x + by),
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com a, b,aq,b; € Q. Um célculo facil mostra que
aa; = 1, aby + ba; =0, bby = —2.
Multiplicando por ab; a igualdade do meio, obtemos
a*b} —2 =0,

que nao possui solugdo em Q (observe que ab; # 0). Entao a fatoracdo acima nao é
possivel em Q[z].

Um célculo ainda mais simples mostra que o polinémio x2—2 é irredutivel em Z[z]: com
efeito, de aa; = 1 obtemos a = £1 e a; = £1; de bb; = —2 obtemos b = +1,b; = £(—2).
Estes valores para a, aq, b, by sao incompativeis com a equacao do meio ab; + ba; = 0.

(c) Seja f(x) = 322 — 6. E redutivel em Z[z] pois fatora-se como

3(x? —2)
sendo 3 € Z um divisor nao trivial em Z[z]; trabalhando como no exemplo (b) mostra-se

que o polinémio é irredutivel em Q[z] e redutivel quando D =R ou D = C.

Quando estudamos aritmética em Z, um inteiro n e seu oposto —n possuem os mesmos
divisores; isto deve-se ao fato de podermos passar de um para o outro multiplicando por
—1 que é um invertivel de Z. Temos um fendémeno anédlogo em D[z], é o conteido da
seguinte definicao.

Definigao 1.3.14. Dizemos que dois polinomios f(x), g(x) € D[z| sdo associados em D|x]
(ou sobre D), denotando f(x) ~ g(x), se possuem os mesmos divisores.

Se f(z) ~ g(x) em D[z], como f(x)|g(x) e g(x)|f(x), temos
f(x) = g(z)q(x), g(x) = f(x)d ().

Entao f(z) = q(z)¢'(z) f(x), donde segue que, ou f(z) = g(z) = 0, ou, caso contrario ¢(x)
e q(x) sao invertiveis em D|x|, isto é, sao constantes invertiveis em D. Isto demonstra o
seguinte resultado:

Proposicao 1.3.15. Dois polinomios f(z),g(z) € D[z] sdo associados em D[z]| se e
somente se f(x) = ag(x) com a € D invertivel; neste caso g(x) = bf(xz) com b € D tal
que ab = 1.

Exemplo 1.3.16. Os polinémios 32%—6 e 22 —2 nao sao associados em Z[x], pois o primeiro
¢ multiplo do segundo via uma constante que nao é invertivel em Z.
A demonstracdo do seguinte coroldrio (da proposigao precedente) é deixada como

exercicio para o leitor.

Corolario 1.3.17. Se f(z),g(x) € D[z] sdo polinomios associados, entao f(x) € irre-
dutivel em D[z| se e somente se g(x) é irredutivel em Dlx| .

]

Definicao 1.3.18. Seja f(x) = Y i, a;x’ € Z[z]. O conteido de f(x) € o mdzimo divisor
comum dos coeficientes
c(f) := MDC(ay, - . ., ay).
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Exemplo 1.3.19. Se f(x) = 32> — 6, temos ¢(f) = 3.

A seguinte proposicao, cuja demonstragao daremos mais adiante (veja a demonstragao
antes do lema ?7?) explica o fendmeno aparentemente nao intuitivo que acontece com o
polindémio 322 — 6 que é irrédutivel sobre Q mas nao sobre Z que é um dominio muito
menor (e entdo com menos possibilidade de escolha para os coeficientes).

Proposigao 1.3.20. Seja g(x) € Z[x]. Suponhamos que g(x) € irredutivel em Q|x]. Se
c(g) =1, entdo g(x) € irredutivel em Z[z].

m

Vamos agora introduzir os conceitos de mdzimo divisor comum e minimo maultiplo

comum de dois ou mais polinémios. Comecemos pelo primeiro: é importante observar as

diferengas entre os casos onde D é Z e D é um corpo (de fato arbitrario contendo Z, mas
nos sempre pensaremos nos casos onde o corpo é um dos dos trés corpos Q, R e C).

Definicao 1.3.21. Sejam f(x),g(xz) € D[z] polinémios nio ambos nulos. Seja d(z) €
Dlx] um polinomio que, quando D for um corpo suporemos ménico e quando D = Z
suporemos de coeficiente lider positivo. Dizemos que d(x) é o mdximo divisor comum de
f(z) e g(x) se satisfaz as sequintes condigoes:

(¢) d(z)|f(z) e d(z)|g(x).

(17) se c(x)|f(z) e c(z)|g(x), entdo c(x)|d(x). Neste caso denotamos
MDC(f,g) := d(x)

Exemplo 1.3.22. Se f(z) = —32* 4+ 6 e g(x) = 122% — 24 ¢ mais ou menos evidente que
MDC(f, g) = 32> — 6 em Z[x] mas 2* — 2 em D[z para D sendo um corpo pois 0 maximo
divisor comum é monico por definicao neste caso.

Vamos agora introduzir o Algoritmo de Euclides para calcular o MDC de dois polinomios.
Por simplicidade concentraremos nossa atencao no caso onde D é um corpo; o leitor in-
teressado, poderd tentar obter o MDC para polinémios em Z[z] usando o algoritmo no
caso de Q[x] com ligeiras modificagoes.

Precisamos do seguinte lemma cuja demonstracao é deixada para o leitor.

Lema 1.3.23. Sejam f(x),g(x) € D[z]. Se d(x) € D[z] é um divisor commun de f(x) e
g(x), entao d(x) divide o polinémio

f(@)h(x) + g(x)k(x)
para todos h(x) € D[x] e k(z) € D[z].

[

Seja D um corpo que contém os numeros inteiros (o leitor pode pensar no caso onde
D é um dos trés corpos numéricos). Sejam f(x),g(x) € D[z] polinémios nao nulos com
grau(f) > grau(g). Pelo algoritmo da divisao, existem tnicos ¢(x) e r(z), polinomios em
Dlx], tais que

(i) f(z) = g(x)q(x) + r(x) e (ii) r(x) = 0 ou grau(r) < grau(g).

Por outro lado, do lema precedente segue facilmente que todo divisore comum de f(x)
e g(z) é divisor comum de g(x) e r(z): com efeito, se d(x)|f(z) e d(z)|g(x), entao o lema
aplicado com h(z) =1 e k(z) = —q(z) mostra que d(z)|r(z), pois

r(z) = f(z) + g(x) (—q(2)) .
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Reciprocamente, se d(z)|g(z) e d(x)|r(x), aplicamos o lema aos polinomios g(x) e r(x)
multiplicando o primeiro por h(z) = ¢(x) e o segundo por k(z) = 1 para concluir que
d(z)| f ().

Do raciocinio acima concluimos mais ou menos diretamente o seguinte resultado, que
¢ a clave para construir o algoritmo de Euclides.

Lema 1.3.24. Temos
MDC(f, g) = MDC(g, )

Algoritmo Dados de entrada: f(z) e g(z) com g(x) # 0 e grau(f) > grau(g).
1. Primeiro passo: Dividimos f(x) por g(x), obtendo

f(x) = g(z)q(x) + r(z)

Usando o corolario, temos duas situagoes:

(1) r(z) = 0; neste caso, o MDC procurado é o g(x) multiplicado pelo inverso de seu
coeficiente lider (para “tornar” monico o polinomio, de acordo com a definicao de MDC).

(2) r(x) # 0; neste caso grau(r) < grau(g). Entao repetimos o feito no primeiro passo:

2. Segundo passo: Dividimos g(x) por r(x), obtendo

g9(x) = r(x)q(x) +r1(2).

Novamente temos duas situagoes:

(1) r(x) = 0; neste caso o MDC procurado ¢ r(x) multiplicado pelo inverso de seu
coeficiente lider.

(2) m1(z) # 0; neste caso grau(ry) < grau(r). Pelo corolério teremos

MDC(f, g) = MDC(g,r) = MDC(r, 1)

Entao recomegamos, dividindo agora r(x) por ri(x), e assim em diante.

Os restos r(x),r(x), ro(x), ete, serdo chamados de restos parciais.

E claro que o procedimento acima para em algum momento: isto é, nao pode acontecer
que toda vez que dividimos, a primeira situa¢ao nao acontega (ou seja, o resto da divisao
correspondente nao seja zero), pois a cada repetigdo do procedimento o resto obtido,
quando nao nulo, tem grau menor que o anterior. De fato, teremos no maximo, grau(g)
passos a realizar. Concluimos desta forma, que o MDC(f,g) é o ultimo resto parcial
diferente de zero, multiplicado pelo inverso de seu coeficiente lider.

Teorema 1.3.25. Sejam f(z),g(z) € D[z] com D um corpo. Entdo existe um tunico
mazximo comum divisor de f(x) e g(x).

Demonstracao. A existéncia foi provada usando o algoritmo de Euclides. A demonstracao
da unicidade ¢é deixada para o leitor. Il

Numa primeira instancia o MDC de dois polinémios depende do dominio D[z] onde
estamos trabalhando; nao obstante, no caso onde DD for um corpo, segue do algoritmo
de Euclides que MDC(f, g) independe de D, isto é, o polinomio achado pelo algoritmo
é o mesmo independentemente do fato de trabalharmos com @Q,R ou C, quando isto
fizer sentido (ou seja, quando os polinomios f(x) e g(z) puderem ser considerados com
coeficientes em um ou outro corpo): é o conteido do seguinte corolério.
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Corolario 1.3.26. Suponhamos que D € um corpo. Entao MDC(f,g) independe de D.

Demonstracao. Basta observa que os dois lemas utilizados para demonstrar o algoritmo
de Euclides independem de D. Il

Exemplo 1.3.27. Sejam
f(z) = 2®4+52" =325 —422° — 252 4+-922° —+ 782>~ 35215, g(x) = 2°+52*—272°—252+10.
Dividindo f(z) por g(x) obtemos
q(z) = 2* — 3z, r(z) = 2° + 32° — 5z — 15;
dividindo g(z) por r(z) obtemos
q(r) =2 +2r—1, ri(z) = 2* - 5.
Finalmente, ao dividir r(x) por ri(z) obtemos
@(z) =2+ 3, mo(x) = 0.

Concluimos

MDC(f, g) = 2* — 5.

Em particular temos que MDC(f,g) = g(z) + r(z)(—q); utilizando que f(z) =
g(x)q(z) + r(z) podemos eliminar r(z) para obter

MDC(f,9) = g(x) + (f(z) + g(z)(—q(@))(—q1(2)),
donde
MDC(f,9) = (=q1(2)) f(z) + (1 + g(z) @ (z)

o que mostra que MDC(f, g) é uma combinacao linear de f(z) e g(x) com coeficientes
em D[z]; neste caso podemos supor D = Q.

O raciocinio feito no exemplo precedente pode ser generalizado, obtendo o seguinte
resultado (a demonstragao pode ser omitida numa primeira leitura):

Teorema 1.3.28. Sejam f(z),g(x) € D[x]. Ezistem polindmios h(z), k(x) € Dx| tais
que

MDC(f,9) = f(x)h(x) + g(x)k(z).

Demonstracgao. ..... O

Corolario 1.3.29. Sejam f(z), g(z) € D[z]

ea € C. Entao a € uma raiz comum de f(x)
e g(x) se e s6 se a é uma raiz de MDC(f, g).
)

Demonstragao. Se a éraiz de f(x) e de g(z), pelo teorema o também é raiz de MDC(f, g).
Reciprocamente, seja a uma raiz de d(z) = MDC(f, g); como d(z) é um divisor comum
de f(x) e g(x) temos

f(x) = d(@)q(2), g(x) = d(z)ga(x)

para certos ¢1(z), ¢2(z) € D[z]|. Entao
fla) = d(a)qi(e) =0, g(a) = d(a)g(a) =0,

donde segue a afirmacao. O]
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O corolario precedente mostra o vinculo existente entre o MDC ¢é a resolucao de sis-
temas de equacoes, como mostra o exemplo seguinte.

Ezemplo 1.3.30. Vamos resolver o sistema de equagaoes:

42 +3r—-2=0
3 —3r+2=0.

Se f(z) = x*+ 2 +3x — 2 e g(x) = 2° — 3z + 2, queremos encontrar as raizes comuns de
f(z) e g(X); denotemos d(z) = MDC(f, g). Pelo coroldrio, isto corresponde a encontrar
as raizes de d(x).

Utilizando o algoritmo de Euclides, obtemos

d(z) =z + 2,
donde concluimos que x = —2 ¢é a tnica solugao do sistema de equacgoes.

Definicao 1.3.31. Dois polinomios f(x), g(x) € D[z] sao primos entre si se MDC(f, g) =
1.

Proposigao 1.3.32. Suponhamos que existem k(z), h(x) € D]x] tais que
1= k(z)f(z) + h(z)g(z).
Entao MDC(f,g) = 1.

Demonstragao. Se d(z) é um divisor comum de f(x) e de g(x), entao d(z) divide 1 pelo
lema 1.3.23. Entao MDC(f,g) =1 O

Corolario 1.3.33. Sejam f(x),g(x) € D[z]. Se d(x) = MDC(f,g), entdo
f(x) =d(z) fi(z), g(x) = d(x)g:(z),

onde fi(z) e gi(x) polinémios em D[x| primos entre si.
Demonstracao. Pelo teorema 1.3.28

d(x) = k(z)f(x) + h(x)g(z),
donde segue facilmente

1= k(z)fi(z) + h(z)g(x).
O corolério ¢é entao consequéncia da proposicao precedente. Il

Teorema 1.3.34 (Teorema de Euclides). Sejam f(z), g(x), g1(x) € D[z]. Se f(x)|g(x)g1(z)
e MDC(f,g) =1, entao f(z)|gi(z).

Demonstracao. Pelo teorema 1.3.28 existem h(zx), k(z) € D[x] tais que
1 = f(2)h(z) + g(a)k(x). (12)
Por outro lado g(z)g1(x) = f(x)q(x) para certo ¢(x) € D[z].
Multiplicando a igualdade da equac@o (1.2) por g;(x) obtemos entao
g(x) = f@)g(@)h(z) + g(x)g1(x)k(x)
= Jf@)g(x)h(x) + f(x)q(z)k(z)
= [f(@) (gu(@)h(x) + q(2)k(x))

demonstrando que f(x) divide g;(x). O
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O seguinte corolario do teorema de Fuclides é deixado como exercicio para o leitor.

Corolario 1.3.35. Sejam f(x),g(x),h(z) € D[z]. Se f(x) € irredutivel e f(x)|g(x)h(z),
entao f(x)|g(x) ou f(x)|h(z).

FEzercicio 1.3.3. Sejam f(x), fi(x),..., fe(z) € D[z]. Suponha que f(x)|fi(z)--- fo(x).
Demonstra por indugdo matematica no nimero ¢ de fatores que se f(z) é irredutivel,
entdo existe j, 1 < j < ¢ tal que f(x)|f;(z).

A continuagao introduzimos o conceito de Minimo Multiplo Comum.

Definigao 1.3.36. Seja f(z) € Diz|. Um maltiplo de f(x) em D[x] é um polinémio da
forma f(x)q(x), onde q(x) € D[z].

Um polindémio m(z) é multiplo de f(x) em D[z] se e somente se f(z)|m(z) (demonstre
isto !).

Definigao 1.3.37. Sejam f(x), g(z) € D[z]. Sejam a,b os coeficientes lider de f(x) e g(x)
quando I for um corpo e seus conteidos quando D for Z, respectivamente. O Minimo
comum maltiplo de f(x) e g(x) é o polinomio em D[z|, que denotaremos MMC(f, g)
quociente de dividir f(x)g(x) por abMDC(f, g).

Com esta definigao fica claro que MMC(f, g) estd univocamente definido, porém nao
é claro que seja um multiplo comum de f(x) e g(x) nem que seja o menor possivel.

s

Teorema 1.3.38. Sejam f(x),g(x),m(x) € Dlz]. Entdo m(x) é o minimo mailtiplo
comum de f(x) e g(x) se e somente se satisfaz as sequintes condigoes:

(1) f(z)|m(x), g(x)|m(z).

(ii) Se h(z)|f(x) e h(z)|g(x), entio m(z)|h(z).

(iii) m(x) € monico quando D for um corpo e um inteiro positivo quando D for 7Z.

Demonstracao. Faremos a prova no caso onde ID é um corpo; o caso onde D = 7Z é deixado
para o leitor interessado e pode ser demonstrado adaptando a demonstracao que faremos.

Denotemos d(z) = MDC(f,g). Temos f(z) = d(z)fi(z) e g(x) = d(x)g1(x) com
MDC(f1, 1) = 1.

Suponhamos que m(x) = MMC(f, g) e demonstremos que m(x) satisfaz as condigoes
(i), (ii) e (iii). Observemos que a condicao (i) segue diretamente da definigao; a condicao
(ii) é conseqiiéncia do fato que d(z) é monico.

Como f(z) e g(z) dividem h(zx), temos

h(z) = d(x) fi(z)q(z) = d(x)g1(x)q (z)

para certos q(z),q'(z) € Dlz]; em particular g(z)|d(z)fi(x)q(x). Pelo teorema de Eu-
clides, ¢1(x)|d(z)q(x).

Finalmente, dado que m(z) = abd(x)fi(x)g:1(x) concluimos que m(x)|h(z), o que
demonstra (ii).

Reciprocamente, suponhamos que m(z) satisfaz (i), (ii) e (iii). Temos

f(@)g(x) = abd*(x) fi(2)g: ().

A primeira parte da demonstragao nos diz que o polindémio abd(z)fi(x)g:(z) satis-
faz (i), (ii) e (iii). Basta entdo mostrar que dois polindmios que satisfazem estas tréss
condicoes sao iguais.
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Seja m/(z) um polinomio satisfazendo (i), (ii), e (iii). Temos m/(x)|m(x) e m(z)|m’(x).
Entao
m(z) = em/(z), m'(x)dm(z),

com ¢, € D. Como ambos polinémios sao moénicos eles devem coincidir. O

Exemplo 1.3.39. Sejam f(x) = x®+527—325 4225 - 2521+ 9223 —+ 7822 —35x—15, g(x) =
x® 4+ 5t — 2722 — 252 + 10. Como vimos no exemplo 1.3.27 temos

MDC(f,g) = 2* — 5.

Basta dividir f(x)g(x) por 2? — 5 para obter MMC(f, g) (faca-o !).

Terminamos este paragrafo generalizando o conceito de maximo comum divisor e
minimo miltiplo comum para o caso de um nimero finito de polynémios (o que pode
ser omitido numa primeira leitura). Porém, ndo demonstraremos s6 enunciaremos, sem
demonstracao, as principais propriedades destes.

Definigao 1.3.40. Sejam fi(x),. .., fo(x) € D[z]. O Méximo divisor comum dos polinémios
fi(x),..., fe(x) é um polinomio d(x) € D[] tal que:

(i) d(x)| fi(x) parai=1,... L.

(ii) Se c(x)|fi(x) parai=1,... ¢, entdo c(x)|d(x).

(7i) d(X) € ménico se D for um corpo e com coeficiente lider positivo se D = Z.

Denota-se d(x) = MDC(f1,..., fo).

De maneira analoga ao que acontece no caso £ = 2 pode-se demonstrar que dois
polinoémios satisfazendo (i), (ii) e (iii) sdo necessariamente inguais, o que prova que a
definicao esta bem posta, isto é, que nao pode haver dois polinomios diferentes virificando
a definicao acima.

Por exemplo se ¢ = 3, nao é dificil demonstrar que MDC(MDC( f1, f2), f3) e MDC( f1, MDC( f2, f3))
satisfazem as condigoes (i), (ii) e (iii), donde que eles concidem (ambos) com o MDC dos
trés polinomios. O leitor pode imaginar como é que devemos proceder para obter o MDC
de mais do que trés polinomios...

Analogamente, o MMC de ¢ polinémios fi(z), ..., fo(x) € D[z], que denota-se MMC(f1, ..., fr),
pode ser definido como satisfazendo

fi(z) - fo(x) =ay---aMDC(fy, ..., fo),

onde aq,...,a; € D os coeficientes lider dos respectivos polinomios.

1.4 Irredutibilidade e Fatoracao Canonica

Agora vamos estudar o problema da fatoracao de polinomios, com coeficientes num corpo,
como produto de polinémios irredutiveis.

Comecemos analizando alguns casos particulares. Seja f(x) € D[z]| de grau n > 1.

1 Se n = 1, como sabemos pelo exemplo 1.3.13a), o polinomio é irredutivel e nada
temos a fatorar.

2 Se n = 2, temos duas possibilidades mutuamente excluentes:

(i) f(x) é irredutivel em D[z], e nada temos para fatorar, como acontece por exemplo
com o polinoémio 2% — 2 em Q[z] (ref. 1.3.13b)) ou z* + 1 em R[z].
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(ii) f(z) é redutivel, como acontece com 2> — 2 = (z — v/2)(z + v2) em R[z] ou
2?24+ 1= (z —1)(z +1) em C[z]. Neste caso podemos escrever

f(x) = fi(z) fa(2),

onde fi(x) e fo(x) s@ao divisores nao triviais de f(z); isto é, sd@o polinomios de grau 1.
Concluimos, pelo visto no item (i) que fi(x) e fo(x) s@o irredutiveis, e entao a fatoragao
acima é a fatoragao procurada.

3 Se n = 3 temos novamente duas possibilidades mutuamente excluentes:

(i) f(x) é irredutivel (conhece algum exemplo 7).

(ii) f(x) é redutivel, entao

f(x) = filz)g(x),

com fi(x) de grau 1 e g(x) de grau 2. Se g(x) for irredutivel, esta é a fatoracao procurada.
Senao, aplicamos o feito no caso de polinomios de grau 2 acima e obtemos uma fatoracao
para g(x) como g(z) = fa(x)f3(z) com fo(x) e f3(x) de grau 1; neste caso

f(x) = fi(z) fa(z) f5(2)

¢ uma fatoragao de f(x) como produto de polinomios irredutiveis.

Este raciocinio pode ser continuado agora para grau 4, utilizando o ja feito para grau
3, e asim por diante. Este procedimento é um caso particular do que chama-se um
procedimento “indutivo”; onde a “inducao” acontece no grau dos polinémios envolvidos.
O caso geral, demonstra-se por indugao matematica, no grau n do polindémio f(z). Mais
precisamente, temos:

Teorema 1.4.1 (Teorema de fatoracdo). Seja f(x) € D[z] um polinomio de grau n > 1.
Entao
i) Ezistem polinémios irredutiveis fi(x), ..., fo(x) € D[x] tais que

f(@) = fi(@) - folx).
i1) Se temos outra fatoragdo

f(@) = g1(x) - - gm ()

onde g1(x),...,gm(x) sao irredutiveis, entao m = { e cada g;(x) é associado a algum

fi(z).

Demonstragao. Ezisténcia. Vamos mostrar a parte (i) por indugdo matematica no grau
n.

Se n = 1, o resultado é claro, pois todo polindmio de grau um com coeficientes num
corpo ¢ irredutivel.

Suponhamos como hipotese de inducao que o resultado é verdadeiro para todo polinomio
de grau menor que k. Vamos entao demonstrar que o resultado também é verdadeiro para
todo polinomio de grau k.

Seja f(x) um polinomio de grau k. Se f(x) é irredutivel, nada temos a demonstrar.
Se f(z) é redutivel, entao
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com g(z) e h(x) divisores nao triviais de f(x); em particular o grau de g(x) e de h(z) nédo
pode ser nem 0 nem k.

Por hipédtese de inducao existem fatoragdes para g(z) e h(x) como produto de polindémios
irredutivis

9(x) = filz) -+ fr(2z), h(z)= frs1- fo(2).
Concluimos
f(@) = fi(z) - fulz),

como queriamos demonstrar.
Unicidade. Agora mostraremos a parte (ii). Suponhamos que

f(@) = gi(@) - - gm(2),

com ¢1(z),...,gm(x) irredutiveis em D[x]. Fixemos i € {1,...,m} e denotemos g(r) =
gi(z). Temos

g(@)|fi(@) - folx).

Como g(z) é irredutivel, pelo exercicio 1.3.3 existe j tal que g(z) divide f;(x); como

gi(x) = g(z) e f;(x) sdo ambos irredutiveis, eles sdo associados. Em particular m < .
Refazendo o argumento com f;(z) no lugar de g;(x) também obtemos que cada f;(x)

divide algum g;(x) e entdo £ < m, o que completa a demonstracao. Il

Observagao 1.4.2. a) Os polinomios irredutiveis em (i) podem aparecer muitas vezes, como
mostra o seguinte exemplo:

(322 —6)*(2* + 1)*(4z — 1)

que é uma fatoracao em Q[z].

b) A parte (ii) do teorema significa que dadas duas fatoragoes, o nimero de fatores
irredutiveis deve ser o mesmo em ambas, e, além disso, os polindomios que aparecem nestas
ou sao, a menos da ordem de apari¢ao, os mesmos, ou diferem pela multiplicacao de uma
constante. Por exemplo, a fatoracao dada acima, pode ser modificada como

%(4:& —8)(32® — 6)(32% + 3)*(x — i).

Observe que pondo em evidéncia os coeficientes lideres de cada fator irredutivel da
fatoragao e multiplicando-os entre si, devemos obter o coeficiente lider de f(x). Isto, junto
com a observagao acima mostra o seguinte corolario:

Corolario 1.4.3. Seja f(z) € D[x] um polinémio de graun > 1 com coeficiente lider a,,.
Entdao Ezistem polinomios irredutiveis e monicos fi(x), ..., fr(x) € D[x] tais que

f(@) = anfi" (2) - fi* (2).



20 CAPITULO 1. POLINOMIOS

Vamos chamar a fatoragao de f(z) enunciada no corolario 1.4.3 da fatora¢do candnica
de f(z) em D[z].

A continuacao vamos analizar, separadamente, o que acontece quando D é C, R ou Q.
Comecamos enunciando o famoso e mais imporante teorema na teoria de polindomios com
coeficientes complexos: o Teorema Fundamental da A/lgebm cujo enunciado é adjudicado
ao matematico francés A. Girard e cuja demonstracao foi obtida por Gauss em 1799 na sua
tese de doutorado. Existem hoje em dia muitas demonstracoes deste teorema, algumas
delas relativamente elementares, mas todas envolvendo conceitos geu escapam do escopo
deste livro, motivo pelo qual sera omitida.

Teorema 1.4.4 (Teorema Fundamental da Algebra). Seja f(x) € Clz] de grau maior ou
igual que 1. Eziste o € C tal que f(a) = 0.

Como sabemos, todo polinomio de grau 1, em particular aqueles com coeficientes com-
plexos, é irredutivel. Se f(x) € C[z] é de grau maior que um, pelo teorema fundamental,
existe uma raiz a € C; pelo corolario 1.3.7 temos entao

f(@) = (x —a)q(z)
para certo g(x) € Clx], com grau(q) > 0. Concluimos que f(z) é redutivel. Ou seja:

Corolario 1.4.5. Os unicos polinomios irredutiveis em Clx] sao os polindmios de grau
um.

Como conseqiiéncia se f(x) é um polinomio de grau n > 1 com coeficiente lider a,, o
corolario 1.4.3, no caso onde D = C, fica na forma seguinte

f(x) = an(x —aq)™ - (x — ag)"™, (1.3)

onde n =mny + -+ +ng e aq,...,qf sdo as raizes distintas de f(z).

Diremos que esta é a fatorag¢ao candnica complexa de f(x). O expoente n; é a multipli-
cidade da raiz o, @ = 1,..., k. Dizemos também que «; é uma raiz simple quando n; = 1
e maltipla quando n; > 1, sendo este n; a ordem ou multiplicidade. Se n; = 2,3,etc.
tabém diremos que a raiz é dupla, tripla etc. No fim do paragrafo analisaremos mais de-
talhadamente a relac@o entre a multiplicidade de uma raiz e a divisibilidade (ref. corolario
do teorema do resto 1.3.7).

Um coroldrio importante da fatoragao de f(x) como produto de fatores irredutiveis
monicos de grau um ¢é a relagao entre coeficientes e raizes de um polindémio, problema
este que ja tratamos no (ver §2 do capitulo 1) de maneira menos sistematica do que o
faremos agora; em particular o leitor podera verificar as relagoes obtidas surgiam como
consequéncia de considerar expressoes que estavam fatoradas como produto de binomios
de grau 1. Para isso comecemos observando que

[ =) =a" - (Z%) + (Z%%) +oo (1)

Esta expressao é entao um polinomio monico de grau n com coeficientes, fora o lider que
¢ um, certas fungoes cujas variaveis sao precisamente as raizes vi, ..., Vn.
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Mais explicitamente, definimos as func¢oes simétricas sq,...,s¢ de vy1,...,%n, COMO
sendo

Sj(’}/l,...,’}/n): Z ’y’h'f)/ig""y’ij; j:lj’n

11 <00yl

Por simplicidade, e quando nao houver perigo de confusao, denotaremos

s;i=8 (v, sm),j=1....m

s; € a j-éstma funcao simétrica de vy, ..., Vn.
A demonstracao do seguinte corolario deveria ser um exercicio relativamente facil para
o leitor

Corolario 1.4.6. Seja g(z) € Clx] um polinémio ménico de grau n; denotemos y1,. .., Vn
as raizes (eventualmente repetidas) de g(z). Entao

n

gla) =Y (=1)"s;a,

=1
onde so = 1 e, para j > 1, s; € a j-€sima fungao simétrica de Vi, ..., Vn.

Para analisar a fatoracao de polindmios com coeficientes reais, precisamos de um
resultado preliminar que é interessante em si mesmo.

Lema 1.4.7. Sejam f(x) € R[z] e « € C um nimero complexo imagindrio. Entao
fla) =0 se e s se f(a)=0.

Demonstracao. Escrevemos

Por hipotese

Comecemos observando que, por um lado o/ = @'; por outro lado @ = a; para todo
1=20,...,n, pois a; € R.

Tendo em conta que o conjugado de uma soma de nimeros é a soma dos conjugados
destes ntimeros, concluimos

o que termina a demonstracao. 0
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Exemplo 1.4.8. No lema precedente é essencial que os coeficientes do polinomio sejam
reais. Por exemplo se

f(x) =2 —q,

as duas raizes de f(x) s@o as raizes quadradas da unidade imagindria 1, isto é

V2 V2 V2 V2

oty e Ty Ty

O seguinte é um exercicio facil que deixamos para o leitor.

Ezercicio 1.4.1. Seja f(x) € Rlz] um polindémio de grau 2. Mostre que f(z) é irredutivel
sobre R se e somente se ele possui uma raiz imagindria.

Seja f(z) € R[z] um polindmio com coeficientes reais de grau n > 1. Suponhamos
que suas raizes em C sejam

al?"'7a7"7a17"'7a7’)617"'7557

onde «; é imagindria para todo j e 3 é real para todo k. A fatoragao de f(z) em C[z]
pode ser escrita na forma

f(z) = an(z — )™ (x —an)™ -+ (3 — o)™ (x — )" (z — B1)™ -+ (2 = B)™.
Por outro lado, um célculo direto mostra que se o é imaginério, entao o polinémio
(x —a)(x —a) = 2> — 2R(a)z + |af?,

que é evidentemente um polinémio com coeficientes reais, é irredutivel (vide exercicio 1.4.1);
se & = a + 1b, o polindmio acima também escreve-se como

(x —a)® + b?,

o que evidencia a existéncia de solugoes imaginarias. Aplicando este cdlculo a fatoracao
de f(z) concluimos

f@)=an ((z—a)* + )" - ((r = @) +07)" (& = )™ - (x = B)™.  (1.4)

Diremos que esta é a fatorag¢ao canénica real de f(x)
Como vimos no exemplo 1.3.4, todos os fatores de grau 2 e 1 nesta fatoracao sao
irredutiveis em R[z|. Em particular, podemos enunciar o seguinte corolario:

Corolario 1.4.9. Um polinémio com coeficientes reais € irredutivel se e somente se for
de grau 1 ou de grau 2 com raizes imagindrias.

Exemplo 1.4.10. O polinomio
(22 + 1) (2* +2)

possui todas suas raizes imaginarias, mas é redutivel.
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Exemplo 1.4.11. Consideremos o polinomio
flz)=a*+ 22+ 1.

Se w ¢é a raiz cibica primitiva da unidade, é claro que w e seu oposto —w sao raizes de
f(z); logo @ e —w também o serdo. Estas sdo quatro raizes de f(z). Um célculo direto
mostra que a fatoragdo candnica real de f(z) é entao

fx)=(@*+2+1D)(2* -z +1).

Agora nos resta compreender a fatoracao canonica no caso racional; em outras palavras,
precisamos saber que polinomios com coeficientes racionais podem aparecer como fatores
irredutiveis. Isto é um problema bem mais delicado como iremos vendo aos poucos. Uma
forma de obter a fatoragao canonica no caso racional de um polinomio Q[z], é de escrever-
mos primeiro a fatoragdo candnica real de f(x); se os fatores que aparecem nesta forem
polinémios com coeficientes racionais, pela unicidade da fatoracao, esta sera a fatoracdo
canénica racional de f(x): com efeito, todo polinomio irredutivel em R[z| o serd também
em Q[z]. A fatoragdo canonica real do polinémio do exemplo 1.4.11 é entao a fatoragao
canoOnica racional.

Quais s@ao os graus possiveis de um polinomio irredutivel em Q[z] ? Analizaremos,
para comecar, alguns exemplos do que pode acontecer.

Ezemplo 1.4.12. Seja f(z) = 2® — 5. As raizes de f(x) sdao precisamente as trés raizes

cubicas de 5, isto é,
V5, w5, w?V/5.

E entdo claro que

z® =5 = g(x)(z — V5),

onde g(z) é o polinomio monico de grau 2 em R[z] cujas raizes sio w+/5,w?v/5 (como
exercicio o leitor poderia escrever explicitamente g(x)). E conhecido que ¢/p € um nimero
irracional sempre que p € Z for um ntimero primo (por qué 7). Concluimos entao que
f(zx) é irredutivel.

Outra forma de estudar o polinomio do exemplo 1.4.12 pode ser a partir da prépria
defini¢ao de irredutibilidade. Mais geralmente, seja f(x) € Q[x] um polinémio de grau 3.
Ele ¢é redutivel se e somente se

f(z) = fi(z)fa(2),

com fi(z) e fao(x) polindmios com coeficientes racionais de graus 1 e 2 respectivamente.
Em particular fi(x) = az + b para certos a,b € Q, com a # 0. Mas entdo o := —b/a,
que é um ndmero racional, serd raiz de f(x), necessariamente. Entao, um polindémio de
grau 2 serd irredutivel quando nao possuir raizes racionais. Em particular, isto mostra, de
uma outra forma, que z3 — 5 é irredutivel; porém como sabemos, calcular as rafzes de um
polinémio de grau 3, salvo casos particulares, nao é tarefa facil. Mas no nosso raciocinio,
precisamos apenas conhecer a natureza das raizes, isto é, nao queremos calcular todas as
raizes, mas apenas saber se ha alguma racional: isto é muito mais facil, como observaremos
a continuagao.



24 CAPITULO 1. POLINOMIOS

Seja f(x) € Z[x] um polindémio de grau n com coeficientes inteiros, ou seja

n

f(z) = Zaixi, Qp,y ..., 00 € 7.

=0

Suponhamos que a = p/q é uma raiz racional de f(x) com p, ¢ € Z nimeros primos entre
si. Entao f(p/q) = 0, ou, de maneira equivalente

N
qf(q) 0,

isto é

n—2 2

anp" + anap" g+ anop" ¢ + -+ arpd” T + agg” = 0.

Portanto p divide agq™ e ¢ divide a,p”. Como p e g sao primos entre si, tanto p e ¢"
como q e p" serao primos entre si; pelo teorema de Fuclides no caso dos niimeros inteiros,
concluimos que

p|a07 Q|(ln (]‘5)

Estas relacoes de divisibilidade sao conhecidas como condi¢oes necessdrias para existéncia
de raiz racional.

No caso do polinomio z* — 5, ¢ s6 pode ser 1 ou —1 e p € {1,—1,5,—5}. As tinicas
raizes racionais deste polinomio podem ser entao 1,—1,5,—5; é facil de verificar que
nenhum destes niimeros anula o polinémio.

Observagao 1.4.13. (a) Se ap = a,, = 1 as Unicas raizes racionais possiveis sao 1 e —1. Isto
mostra facilmente que o polinomio do exemplo 1.4.11 nao possui raizes racionais; observe
nao obstante que ele é redutivel em Q[z], o que mostra que nosso método acima funciona
apenas para polinémios de grau 3 (evidentemente também para polindomios de graus 1 e
2).

(b) Se os coeficientes de f(x) forem niimeros racionais da forma

b, .
a;=—,i=0,1...,n,
Ci
com b;,¢c; € 7Z para todo ¢ = 0,1...,n, escolnemos um multiplo comum m dos denom-

inadores (por exemplo o produto deles ou o MMC). E facil constatar que m.f(x) é um
polinémio com coeficientes inteiros. Como as raizes de f(z) e de mf(x) sdo as mesmas,
podemos aplicar o método acima a este ultimo para saber se f(z) possui ou nao raizes
racionais.

Resumindo, se f(z) for de grau 3, ou ainda menor, ele serd irredutivel em Q[z] s6
quando nao tiver raizes racionais; na diregao contraria, se um polinomio, agora de qualquer
grau maior que um, tiver uma raiz racional, digamos a € Q, entao sera divisivel por x — «
em Q[z]. Logo, todo polinomio de grau maior que um em Q[z] que possui raiz racional é
redutivel.

Vejamos agora um exemplo um pouco mais complicado.

Exemplo 1.4.14. Seja
f(z) = 22" — 200 + 2.

E f(z) irredutivel em Q[z] ? Encontrar todas as raizes de f(x) é ainda mais dificil que
nos casos anteriores; elém disto, corremos o risco de obté-las de maneira aproximada, o
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que impederia de encontrar a fatoracao canonica real e em conseqiiéncia a correspondente
fatoracao racional.

E f4cil constatar que f(x) ndo posui raizes racionais, mas isto ndo implica que o
polinomio seja irredutivel. Com efeito, nao possuir raizes racionais nos diz apenas que
f(z) nao aceita fatores de grau um, como ja sabemos (e utilizamos, novamente, acima).
Consequiéntentente, f(x) serd redutivel em Q[x] sé se pudermos escrever

F(r) = 29(x)h(x)
com g(z) e h(x) polinomios moénicos de grau 2; ou seja, se existirem a, b, ¢, d € Q tais que
7t =10z + 1 = (2® + ax + b)(2* + cx + d).
Neste caso, logo de desenvolver o produto de polinomios acima, deveremos ter
c+a=0,ac+b+d=0, ad+bc=—10,bd = 1.
Substituindo ¢ = —a nas duas equacgoes do meio, obtemos
b+d=a* a(d—b) = —10;

donde: 10 10
=a>+—, 2d =a®>— —.
a a

Como bd = 1, multiplicando as duas equagoes temos
a® — 4a* — 100.
Ou seja que a® é uma solucao racional da equacao com coeficientes inteiros
y® — 4y — 100 = 0.

Finalmente, é facil constatar que esta equac¢ao nao possui raizes racionais (observe que
toda raiz racional desta equacao deve ser inteira, positiva e menor que 10). Isto mostra
que a suposigdo de termos uma fatoragdo de f(z) como produto de polinémios de grau
dois, nos leva a uma contradi¢ao, demonstrando entao que f(x) é efetivamente irredutivel.

Se considerarmos agora um polinomio de grau 5, as possiveis fatoragoes (nao triviais)
sao como produto de dois poinomios de graus 1 e 4, ou 2 e 3; nao ¢é dificil de imaginar
que os argumentos utilizados no exemplo 1.4.14 possam ser adaptados, mas a complex-
idade dos calculos cresce rezoavelmente. De fato, na medida que o grau do polinomio é
maior, tanto maior sera a complexidade dos céalculos. Isto torna invidvel o tratamento
da irredutibilidade nesta perspectiva, desde que o grau do polinomio é “sufucientemente
grande”. Como veremos mais adiante, existe um critério muito eficaz que nos permite
concluir que certo tipo de polinomios é irredutivel; infelizmente nao existe um critério
geral. Mas postergaremos esta andlise para o tltimo pardgrafo do presente capitulo.



